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经 典 调和 分 析 中 的 很 多 函数 空间 以 及 算 子 都 是 相应 于 拉 普 拉 斯 算 
子 一 人 A 所 产生 的 .例如 BMO 函数 空间 和 Hardy 函数 空间 H’ (O<p<1), 
其 中 经 典 Hardy 空间 肪 * 正 是 由 拉 普 拉 斯 算 子 一 人 A 所 决定 的 算 子 半 群 
的 极 大 算 子 在 L’ 空 间 中 的 刻画 ,而 BMO 函数 空间 是 五 ! 的 对 偶 空 间 . 
近年 ,很 多 学 者 都 在 关注 具有 势 函 数 的 薛 定 廖 算 子 一 A 十 V 决定 的 函 
数 空 间 理论 和 其 算 子 的 理论 . 这 些 理论 为 某 些 偏 微分 方程 解 的 适 定性 
研究 提供 一 定 的 理论 基础 . 作者 在 前 人 研究 的 基础 上 ,主要 研究 了 与 具 
有 反 霍 尔 德 类 势 的 薛 定 裹 算 子 相关 的 几 个 问题 . 本 书 研究 了 四 个 问题 ; 
OLA R OK HE A W Be ts HO AY Riesz 变换 分 别 与 加 权 
Lipschitz 函数 和 加 权 BMO 函数 构成 的 交换 子 的 加 权 L*(1 二 p) 的 有 
IE; QF ALA Be FER BA HY Be a FRY BLO 型 函数 空间 
BLO, ; QRA REKER A p Hy Fe s FY SEE Riesz 变换 的 
LARE; ORA IR ER BE HY — BH Dy Fd EE YE PA 
决定 的 几 个 Riesz 变换 在 加 权 L* 和 Morrey 空间 上 的 有 界 性 . 

全 书 共 分 六 章 . 第 一 章 介 绍 本 书 研 究 的 背景 ,提出 研究 的 问题 和 意 
义 .第 二 章 介 绍 反 霍 尔 德 类 和 辅助 函数 及 其 性 质 . 第 三 章 运 用 
Stérmberg 的 证 明 思 想 ,证 明了 在 权 函 数 满足 一 定 条 件 下 ,具有 反 和 霍 尔 
WEAR EATA Riesz 变换 (Ti 二 (一 A 十 V) 'V.T, =(—-At+ 
VZV? T,= (A +V) 7 VAI Ti = (AHV y?) AL 
Lipschitz 函数 和 加 权 BMO KZA BAY 36 T AY A L A EE. 这 些 
RA a SAR AAS OL. 第 四 章 给 出 了 与 具有 反 霍 尔 德 类 势 的 薛 定 
iS FEM BLO, 空间 的 定义 ,得 到 了 BLO, 函数 一 个 等 价 刻画 ,其 
与 经 典 情况 是 平行 的 . 并 研究 了 具有 反 霍 尔 德 类 势 的 薛 定 谓 算 子 的 极 
大 Riesz 变换 从 BMO, 到 BLO, 的 有 界 性 . 第 五 章 研 究 了 当 VEB,(g 


oo 


DENS RA BÆR ERA H I RESET LOR" XCO, 
TD ARA Æ IR AES A 1) — 7 FB TF HL? CR) R 
性 .第 六 章 研究 了 当 ci, 满足 一 定 条 件 ,VE B,( 对 某 个 >) 一致 


BEF L=9,— J, ,ai(ava) 十 V 的 基本 解 的 梯度 估计 , 算 子 


VL71,VY 了 VL VEL 了 的 点 态 估 计 及 其 在 加 权 L? 空 间 和 Morrey 28 
间 上 的 有 界 性 . 
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第 一 章 序言 


偏 微 分 方程 解 的 适 定 性 的 研究 是 当代 数学 中 心 问 题 之 一 . 调和 分 
析 理 论 的 发 展 为 偏 微分 方程 解 的 适 定性 的 研究 提供 了 重要 理论 基础 ， 
尤其 用 调和 分 析 方 法 研究 偏 微分 方程 解 的 正则 性 以 及 先 验 估计 成 为 现 
代数 学 重要 方法 之 一 . 自 20 世纪 50 年 代 Calder6n-Zygmund 提出 和 发 
展 奇 异 积分 理论 以 来 , 关于 奇异 积分 及 其 在 偏 微 分 方程 中 应 用 的 研 
究 , 成 为 调和 分 析 中 最 辉煌 的 成 就 之 一 . Calderon-Zygmund %7 H 
定义 如 下 : 

一 个 从 C7(R") 到 Li.(R”) 的 算 子 称 为 Calder6n-Zygmund 算 子 ， 


如 果 


(aT FEF] EMAL? OR") LA RAR F 5 
(b) 存 在 一 个 核 K(x,y) 使 得 对 任意 FELI CR"), 


Tf(z)=| ok Cro FO) dy a.e. { supp f)‘; 
(c) 该 核 满 足 Calderón-Zygmund 估计 式 : 


tin) eE LLD 

[这 二 二 = Kay |<, (1.1.2) 

Ree ag (1.1.3) 
WER rye R" [h ELURRA oo 成 立 . 


iui LUNN 定性 
的 另 一 个 重要 算 子 . 由 算 子 了 和 函数 2 组 成 的 交换 子 定义 如 下 ， 
Cb, T] (2) =b(2) TC f) TOf) (a). 


众所周知 ,由 拉 普 拉 斯 算 子 一 人 决定 的 Riesz 28% V (— A)? (— 


2 BE RAZR PW SET 


A)? y AV (— A)! V 都 是 Calderon-Zygmund # T. #8 W A H 
Calderon-Zygmund 算 子 理论 ,这些 算 子 以 及 它们 和 Lipschitz 函数 或 
BMO 函数 生成 的 交换 子 都 具有 上 L* 有 界 性 . 

本 书 主要 考虑 的 具有 反 堆 尔 德 类 势 函 数 V AY BE TS 

L=—A+tV. 

对 于 它 所 决定 的 Riesz 变换 ,B. Helffer 和 J. Nourrigat’!, H. F. 
Smith!*! 和 S. Thangavelu af 3% T V (一 A 十 V) -z ,(—A+V) =? y, 
VAV Y, V? V(-ATV) RV (ATV) | RAT LA 
界 性 . 特别 地 ,J. Zhong' 在 他 的 博士 论文 中 专门 研究 了 具有 多 项 式 势 
Weis BF. 他 证 明了 , 当 V 是 非 负 多 项 式 时 , Vi (一 A 十 V) ， 
V(—AtV) MY (AHV) y MBE Calderon-Zygmund 算 子 ,从 
而 它们 在 L* 上 是 有 界 的 ,以 及 它们 分 别 与 BMO 函数 和 Lipschitz 函数 
的 交换 子 也 是 在 L* 上 有 界 的 . 后 来 ,Z. Shen’ 推广 了 上 述 结果 ,他 研究 
了 当 V 属于 某 种 反 霍 尔 德 类 时 ,包括 上 述 算 子 的 几 个 由 薛 定 户 算 子 决 
定 的 算 子 的 L* 有 界 性 . 这 里 我 们 特别 指出 , 反 霍 尔 德 类 是 一 类 比 非 负 
多 项 式 更 为 广泛 的 函数 类 , 它 包 括 所 有 非 负 多 项 式 以 及 一 些 非 光 滑 

众所周知 ,经 典 的 Hardy 空间 H? (O<p<1) #2 LZ E O< p< 
范围 内 适合 的 替代 函数 空间 . 另 一 方面 ,经 典 的 Hardy 空间 H? (O< p< 
1) 也 是 拉 普 拉 斯 算 子 一 A 所 产生 的 算 子 半 群 的 极 大 算 子 在 L O<) 
空间 中 的 刻画 . 自然 地 ,具有 势 函 数 的 苹 定 证 算 子 一 A 十 V 是 否 也 有 其 
所 产生 的 算 子 半 群 的 极 大 算 子 在 L*(0 二 p 声 1) 空间 中 刻画 的 函数 空间 
WE? 已 经 有 很 多 数学 家 在 这 方面 进行 了 探索 . 其 中 具有 反 霍 尔 德 类 势 
AY BY ae bs SF ee AY Hardy 型 空间 和 其 对 偶 空 间 有 界 平均 震荡 函数 
空间 (BMO 空间 ) 以 及 一 些 具 有 反 霍 尔 德 类 势 的 薛 定 齐 算 子 决定 的 一 
些 主要 算 子 在 这 些 空间 中 的 性 质 具 有 极其 重要 的 价值 . 

X VEB., HP n=3,Fefferman" ,Shent 和 Zhong 得 到 了 关 
FL 的 一 些 基 本 结果 ,并 得 到 Riesz 变换 VL “在 勒 贝 格 空间 L? 
(R”") 上 的 有 界 性 ,这 里 pE (1, +2). Dziuba gski J. 和 Zienkiewicz 


oe FE 3 


J. 中 原创 性 地 分 别 以 原子 形式 和 由 算 子 半 群 {fe } 0 BK Riesz 变换 
VL 定义 的 极 大 函数 刻画 了 与 苹 定 证 算 子 L 相关 的 Hardy 空间 
Hi(R"). 这 个 结果 被 林 秦 成 、 刘 和 平等 “中 推广 到 海 森 堡 群 上 . 
Dziuba fski J. 和 Zienkiewicz J. "还 通过 某 种 与 由 热 V 决定 的 辅助 函 
数 相关 的 某 局 部 极 大 函数 刻画 了 上 述 Hardy 空间 Hi CR"). 4VE 
Bu: OR") FE n=3, Dziuba tski J. 等 59 引入 了 与 相关 的 BMO 型 
空间 BMO, CR”), J HWE ALOR") A BMO, CR" ) 的 对 偶 性 ,还 得 
到 了 BMO, (R") 关 于 Carleson 测度 和 一 些 经 典 算 子 关于 的 算 子 在 
BMO(R") 上 的 有 界 性 的 刻画 . 这 些 算 子 包括 半 群 极 大 算 子 和 分 数 次 
积分 算 子 LHP aE (05m). 这些 结果 也 被 林 秦 城 和 刘 和 平 2 推广 到 
海 森 堡 群 上 . 而 且 , 当 VE B,(n 宇 3), 董 建 锋 和 刘 和 平 中 进一步 建立 了 
算 子 VL “的 BMO.(R") 佑 计 , 通 过 算 子 VL “建立 了 BMO.(R") 
的 Fefferman-Stein 分 解 ,并 且 给 出 ALCOR") AVL RENAT 
一 个 刻画 . 

国内 数学 家 颜 立 新 和 杨 大 春 等 在 这 方面 也 取得 了 出 色 的 成 果 . 邓 
WH .X. T. DUONG, A, SIKORA 和 颜 立新 0 对 更 为 一 般 的 热 核算 子 
所 决定 的 有 界 平均 震荡 函数 空间 (BMO 型 空间 ) 与 经 由 的 BMO 空间 
进行 了 比较 ,还 进一步 给 出 了 应 用 . 最 近 , 杨 大 春 、 杨 东 勇 和 周 媛 2 引 
入 了 由 一 个 允许 函数 o 所 决定 的 BMO 型 空间 BMO,(R") 和 BLO 型 
空间 BLO, R") ,并 建立 了 局 部 Riesz 变换 在 BMO,(R") 上 的 有 界 型 
以 及 相应 的 极 大 算 子 从 BMO,(R") 到 BLO, OR") WA ALPE. 后 来 , 杨 
大 春 、 杨 东 勇 和 周 媛 ' 呈 又 引入 了 在 齐 型 空间 上 的 BMO 型 空间 BMO, 
(X) All BLO 型 空间 BLO, (X) ,并 建立 了 它们 的 一 些 基 本 性 质 . 这 些 性 
质 包 括 BMO,(X) 上 的 John-Nirenberg 不 等 式 和 BLO,(X) 的 几 个 等 
价 刻画 .他们 还 得 到 了 自然 极 大 算 子 ,Hardy-Littlewood 极 大 算 子 和 与 
o 相关 的 相应 局 部 算 子 以 及 与 o 相关 的 Littlewood-Paley-g 函数 在 这 
些 局 部 空间 上 的 有 界 性 . 当 o 取 成 由 反 替 尔 德 类 势 函 数 决定 的 一 类 辅 
助 函 数 时 ,BMO,(R") 就 是 文 L12] 引 入 的 BMO, CR"). mi BLO, CR") 
就 是 文 [12] 引 入 的 BLO, CR”). 

下 面 ,我 们 把 与 本 书 内 容 密切 相关 的 一 些 他 人 的 研究 结果 罗列 出 


反 霍 尔 德 类 势 的 薛 定 请 算 子 


来 ,并 根据 具体 内 容 提 出 本 书 要 解决 的 一 些 问题 . 首先 ,Z. Shen 在 其 文 


[7] 中 得 


到 的 结果 具体 如 下 . 


ERAT PWR q> VER, ,那么 对 于 1<p<gq, 有 


| 设 VEBs, 那 么 对 于 YER,( 一 A 十 V)” 是 


PCA VE Gy | fy, 
C, R5 pein 和 式 (2.1.2) 中 的 常数 有 关 . 


Calder6n-Zygmund 算 子 . 


定理 Cv! 


N 


| TE-A nA F y 


是 一 个 


设 对 某 个 WE B, ,那么 对 于 1 二 p 过 gq ;成 立 


fe 二 ,C, 只 与 psn 和 式 (2.1.2) 中 的 常数 有 关 . 


Po 


EED 设 对 某 个 agn ,VEEB,, 那 么 成 立 


和 
| APY y f lS || Z| »» po PPro ， 
1 1 1 
其 a ee 
其 中 ae 
EEE” 如 果 VEB,, 那 么 V( 一 A 十 V)-Y,( 一 A 十 V)- 


| (~—A+W Y F lC, | fl ps Po’ <p<ce 


V (一 人 十 V) ' V # Calderon-Zygmund 算 子 . 


定理 F BME GF VEB, MAM F l<p<¢.A 


IVi-ATW) "fF I<, IF Il,» 


这 里 ,C, 只 与 p,n 和 式 (2.1.2) 中 的 常数 有 关 . 
EBC! 设 对 某 个 DST VEB, MAF 1<p<p.A 


| iboats PEC Flas 


8 1 
其 中 ， ye z Son AY e ; 当 qo >n 时 ， po =2q. 
po qo n 


ZV Fil 


定理 H 设 对 某 个 q> VEB HAM F 1l<p<2¢.8 
| V2(—-A+V)-7 || ,SC fll >. 
EE ” 设 对 某 个 n>q>> VEB, ,那么 对 于 po <p<2q.8 


上 (-A+V)-2 TF I CA ，， po =p<s, 


其 中 ,六 一 L, 如 果 某 个 aKq, V E B, ABA ERX l<p<2q 成 
立 . 

尽管 得 到 如 上 结果 ,但 是 Shen" FEE A IE 4 <a<n 时 ,L 的 
Riesz 变换 立 ( HV)? fi 2 Jz Calderon-Zygmund 算 子 . 在 2007 


pe 多 立 中 在 文 L28] 中 国 答 了 这 个 问题 .他们 研究 了 
(一 A 十 V) ,VC 一 A 十 V)- ,Vi( 一 A 十 V) 了 和 (一 A 十 V)-! 与 
BMO 函数 的 交换 子 的 L* 有 界 性 . 他 们 指出 这 几 个 算 子 的 核 并 没有 
Calderon-Zygmund 核 所 具有 的 光滑 性 ,而 是 具有 所 谓 的 Cm) 2 
( 见 文 [28j. 在 这 种 光滑 核 的 条 件 下 ,他们 证 明了 如 下 结果 . 


定理 JP 设 对 某 个 ST ,VEB,, 那 么 对 于 2EBMO, 则 有 


G) | [b,(-—A+V) 'V]f | 7G | b | BMO | T I ood SPX 


Gi) || [b.(—a+-V)-2V? Jf ,SC 6 Il wo | fl Cg’<p<ce; 
GD || b, (AHV VIF ,SC mw Il fl os 有 po<co， 


Prey ni 
Gv) || [6,C—ATW 7 V7? TF aC o Il mw Il fll pg S p<. 

根据 对 偶 理论 ,还 有 如 下 结论 

©) || LV 一 ATV TF |] p<C Io ll avo Il f lp 1<p<a; 


(vi) || [6.V2(—A+V)-7 1 f | ,<€ || 8 Il wo | f loo 1< ex 


2q; 


(vii) || [b V(—-A+V)-7 Tf ,SC 8 ll wo Il fl p-1<p< 


Po» 
1 1 1l 
fie 
a a 


(vii) || Eb, VC AV)" TF lC lS ll wwe | Fl sie 


我 们 这 里 指出 , 当 V 二 0 时 , V (一 A) 了 就 是 经 典 的 Calderon 
Zygmund 算 子 . 关于 Calderon-Zygmund 算 子 交换 子 , 有 一 个 等 价 刻画 
是 : 

i T Æ Calderon-Zygmund 算 子 ， 

bE BMO 的 充分 必要 条 件 是 交换 子 [5,T] 对 任意 p€E (1, 十 ce) 在 
L’? EAF LL30). 

遗憾 的 是 , 当 了 天 0 BE. V (一 A 十 V) 了 并 不 是 经 典 的 Calder6m 
Zygmund 算 子 . 郭 紫 华 . 李 湾 涛 和 芯 立 中 在 文 L28] 中 指出 ,因为 VE 
B, yan HE BRE —A+V 决定 的 Riesz 变换 了 (一 A 十 V) 了 并 
非 Calderon-Zygmund 算 子 . 他们 在 下 面 的 定理 中 回答 了 这 个 问题 . 

EEK" 对 于 V==1, 存在 64 BMO, 使 得 [5,V (一 A 十 V) =] 
在 L* 上 有 界 . 

iz T Æ Calder6n-Zygmund 算 子 ,关于 本 的 男 一 个 经 典 结 果 
E, 


DE Lipy(O<P<D HR BA PIERRE Lb. TSA LIL EE 
有 界 的 ,其 中 二 一 二 一 下. 
q P 


n 

Sb ES E m PO A T eR EIR THK 
Reisz 变换 的 交换 子 的 端点 估计 . 
问题 1: 设 V 属于 反 霍 尔 德 类 ,那么 由 薛 定 请 算 子 一 A 十 决定 的 
Reisz 变换 可 (一 A 十 V) =? ,V(—A +V), V? (一 A 十 V) 和?( 一 A 
+V) 与 Lipschitz K% b 的 交换 子 L6,Tj] 是 否 从 L? 到 L* 上 是 有 界 的 


最 近 胡 蓓 和 古 家 军 在 文 L32j] 中 证 明了 Calder6n-Zygmund 算 子 相 
应 的 加 权 结 

如 果 全 是 一 个 Calder6n-Zygmund 算 子 ,对 于 LEA bE Lipp, 
且 仅 当 交 换 子 [5,Tj] 是 从 L(y) 到 L(yws“) 有 和 界 的 ,其 中 1 二 p 二 g 二 
,0<B<1 ML = E RR EO MERE TERE (At 

V) PVRC AHV) 2 VV 与 经 典 BMO 的 交换 子 在 加 权 L* 空 间 上 的 
有 界 性 . 

问题 2: 设 V 属于 反 霍 尔 德 类 IBA HR eis RF ATV 决定 的 
Reisz 变换 了 (一 A 十 V) 了 了,V( 一 A 二 V7 了 1,Vi( 一 AV) 了 和 了 (一 A 
TV) 分 别 与 加 权 Lipschitz 函数 和 加 权 BMO 函数 5 FLOT] 
是 否 有 加 权 L?* 的 估计 . 

问题 1 RUD in] 2 A RS ES LO Bic FE OR RE YB Fe Ts FR 
定 的 一 些 算 子 和 更 加 一 般 的 权 函 数 的 交换 子 在 更 加 广泛 的 空间 的 先 验 
估计 得 到 理论 证 明 . 

对 于 经 典 的 BMO 函数 空间 ,已 经 有 很 多 优异 的 结果 . 其 中 ,C. 
Bennett, R. A. DeVore 和 R. Sharpley 在 文 L33] 中 指出 它 的 Hardy- 
Littlewood 极 大 函数 要 么 是 一 致 为 无 穷 ,要 么 是 从 BMO 到 BMO 的 . 
对 于 与 薛 定 谓 算 子 相 关 的 BMO 型 函数 空间 BMO, ,也 有 了 一 些 可 嘉 
的 结果 ,比如 J. Dziubaóski, G. Garrigós, T. Martinez 等 在 文 L[12jL13] 
HG tH AY ae be OFF AY AE ER KF. Hardy-Littlewood 极 大 算 子 和 
Poisson 半 群 极 大 水 数 在 BMO, Sar 致 无 穷 ,而 且 是 从 
BMO, 到 BMO, 有 界 的 .我 们 这 里 指出 , 当 V 寺 0 If, BMO, 就 是 经 典 
的 BMO 空间 ,那么 能 够 把 经 典 的 BMO 空间 的 一 些 结果 做 到 BMO, 
空间 上 也 是 非常 有 意义 的 事情 . 

R. R. Coifman 和 R. Rochberg 在 文 [34] 中 研究 BMO 空间 的 等 价 

刻画 时 引进 了 BMO 空间 的 一 个 子 空间 BLO ,定义 如 下 : 


BLO=({fEL,. CR”): ae f(a) ~essinf f(a) dr<C}. 
B 


~ 
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并 且 还 给 出 了 BLO 的 一 个 等 价 刻画 : 

一 个 局 部 可 积 函 数 /属于 BLO 当 且 仅 当 f=alog M* FF 十 ,其 中 
a 记 0, 下 是 一 个 局 部 可 积 函 数 有 旦 其 极 大 函数 M7 下 是 几乎 处 处 有 限 的 ， 
h fe L” 图 数 . 

这 里 ,M* 为 自然 极 大 函数 ， 即 MY f= supri] fda. 

Colin Bennett 还 给 出 了 BLO 的 另 一 个 等 价 刻画 : 

EEL 一 个 局 部 可 积 函 数 RF BLO 当 且 仅 当 存在 下 E 


BMO 和 hEL” ,其 中 MË F(x) 是 几乎 处 处 有 限 的 ,使 得 
f=M* F+h, 


而 且 

| ye | pio ~ int ( | F I BMo 十 | h | ue)’, 
其 中 下 确 界 是 对 所 有 上 述 表 达 式 的 下 和 hh 所 取 的 . 

问题 3: 是 否 能 够 定义 一 个 合适 的 与 醉 定 读 算 子 相关 的 BLO 型 空 
间 BLO, 空间 ,并 且 有 平行 于 定理 L 的 等 价 刻画 . 

如 果 问 题 3 得 到 肯定 回答 ,那么 就 说 明 这 种 与 薛 定 雇 算 子 相 关 的 
BLO 型 空间 BLO, 空间 定义 相应 于 经 典 情况 是 合理 的 . 

关于 经 典 的 BLO 的 估计 有 如 下 儿 个 . 
Winston Ou 在 文 [36] 中 证 明了 

定理 MB 如 果 存 在 某 一 点 zu © 民 " ,使 得 Mf) <, RA 
M* 和 M 都 是 从 BMO 到 BLO 有 界 的 . 

设 2 是 零 阶 齐 次 ,在 单位 球 S”! 上 可 积 , 并 且 具 有 零 平 均 的 函数 . 
定义 奇异 积分 算 子 


(2 (Xx—y) 


Tı f(x) =p. v. | ig [a | S209. 
相应 上 述 算 子 的 极 大 算 子 为 
Q (gw—Y) 


Tř f(x)= sup | ——— f Cy) dy}. 
0<e<N<oe se<|zx—y|<N |x y] 


胡 国 恩 和 张 启 慧 在 文 L37] 中 得 到 以 上 极 大 算 子 从 BMO 到 BLO 
的 估计 . 
定理 NL37] KIEA go 六 2,2EL(CogLL)" (CS !), Ep, 


Tees | QCx) | log 2+ | QCx) | )dx<oo, 
并 且 的 元: 连续 模 满足 : 


| vlog (213) 


这 里 (8) 一 sup| ， ,192Cpr) 一 QCz) |dx. 那么 ,如 果 JE BMO 使 
ol 二 


OJ S 
得 对 于 某 个 x E R” gle f(xo )<oo ,就 成 立 
| Tr f | sero SC | Y | BMO + 
设 T* 为 如 下 定义 的 Calderon-Zygmund 极 大 奇异 积分 算 子 : 


| kaS 


其 中 核 &Cz) 满 足下 列 标准 条 件 : 
(1) | k(x) |<C|x|~".20; 


T* f(x) =sup 
e>0 


o| Bade =0,0<R, <R, <o0; 
R ae 


15 ra 


TA E Sl elle, 


Ee 
唐 林 在 文 L41] 中 证 明了 Calder6n-Zygmund 极 大 奇异 积分 算 子 从 
BMO 到 BLO 的 估计 . 
HOM 如果 存 在 某 一 点 r E R" ,使 得 TAGzo)< 二 co, 那么 
| T” F |l BLOCR") SC | | BMO(R") + 
EEMMERI TR ES FREY Riesz 变换 
和 BMO, . 得 到 如 下 结果 . 


EPO MVEB, EER FRE I Riesz 变换 R; = 


g Lot 


ax; 


是 从 BMO, 到 BMO， 有 界 的 ,而 且 成 立 
| Rif ll avo, SC Il F Il evo, - 
问题 4:4 VCB,. Rew R FR EN RMK Riesz 变换 是 否 从 
BMO, 到 BLO, R. 
由 于 BLO, & BLO, [al it 4 AY ff R BA A ES OR EA RK 
Riesz 变换 有 更 好 的 性 质 ,使 得 它 有 更 加 广泛 的 应 用 范围 . 
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XF TA R RRE AT S ATV ,相应 有 抛物 型 苹 定 证 算 子 9, 一 
A 十 V.9, 一 A 十 V 所 在 的 底 空间 是 具有 抛物 度量 的 空间 R” kér R” X 
L0, 了 Tj. 其 中 的 度量 
alr) Cy,5))—=max (|Z 一 y|， le—s|7}, 
(2.0.07. ER" '(R"X[0.T]). 
JEA E A KO RERE TS A T KS AE SG E AE AB Se ES 
上 是 有 意义 的 事情 . A AT HE SCL 39 ] eR — Ey A 
AY ae PS HEE fa) CR" 6.) ERY LCR hiit. 


定理 QP 设 对 某 个 =F VEB, BAM F l<p<q, Mw 


| PA Roe f i eC || Fla. 
定理 R” 设 对 某 个 > ,VEB,, 那 么 对 于 1 二 p 寺 ,YE R， 
成 立 
I AFF l SC |F Il a 
EES RES n>q>7 | VEB MAW 1<p<py ,成 立 


l vy 9—ATV) Ff ll ,SCF ,, 
a S S 


H ’ ‘FS ne . 
其 中 ,一 = D 


EET 设 对 某 个 =F VEB, BAM 1<p<q, RI 
|| VG, ATVI F ll eee || la. 


定理 Ue 设 对 某 个 ae VEB, MBA 对 于 1<p<po ;成立 


| V2 7(a,-AtV) Ff | ,SC fll >> 
3 


4 T 1 l _ 这 , 
RP, 4E <a <n 国 a ats qo >n 时 s Po 5 2qo. 
Po Qo n 


问题 5: 是 否 有 相应 于 定理 H 的 抛物 型 的 结果 呢 ? 即 VY(a, 一 A 
HVT EBRE LRD EA FLUE? 
问题 6 REF — 8 Hy eT R X L0,T ],0) ,抛物 型 Reizs 变 
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HV’, AHV) ! 和 V(9, 一 A 十 V) ! 是 否 也 具有 L* 有 界 性 呢 ? 
对 于 问题 5 和 问题 6 ,我 们 在 第 五 章 给 予 肯定 详细 的 回答 . 
JRA RE OR BE AY EAT AN ART RA E BR 


势 的 一 致 椭圆 算 子 的 研究 也 引起 一 些 作者 的 注意 . 设 


n 


五 一 一 2 9; Cai; (x)9;)+V. 


sis) (isj 一 1,2,… sn) 是 满足 下 列 条 件 的 


1 


其 中 ,VE B, (>> 


可 测 函 数 . 
(A01) :存在 常数 XE (0,1], 使 得 


a, (2) =a;;(2) AE ES) a EE <All’, EER"); 
igg=1 


(A02) :存在 常数 a€ (0,1] 和 K>0, ,使 得 
I đi,j | con") SK. 

K. Kurata 和 S. Sugano 在 文 [42j 中 得 到 了 Li 的 基本 解 的 点 态 
估计 和 基本 解 梯度 的 点 态 估计 ,进一步 证 明了 Ti =VL T, =V? 
VL A T; =V’ L EMRA LM Morrey 空间 上 的 有 界 性 . 

定理 VOA Xf Ti, Ri A Cx) W E (AOL) REX T;,A(z) 满 足 
(A01) 一 (A02) 条 件 , 并 且 VEB- , 则 存在 正常 数 CCR 王 1,2) ,使 得 

ITAI KCM f |) (x), fECF CR") ,.2=1,2), 
其 中 M(f)& Hardy-Littlewood #& XK ph XM. 
记 Ty Al Ty aya A TA OT, WRAT. 
定理 Wl OBE ADW (AOL) REV EB .g >> WHE 


常数 C 使 得 


IT fi) |<CMCFID7%@) (CfECPCR")), 


其 中 ,十 十 省 =1. 
q q 
(2) BL A Cx) iii HE (A01) — (A02) RE. 当 VEB p nE 


IT F(X) |<CMC| fl FEC CR"), 
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1 ie oe 
aes 14 i 2q° 4VEB,.n<¢.A 

| TF f(r) |<CMC| f )7 Cx) CfEC CR"), 
4 1 1 
其 ,一 一 1 一 一 . 
其 中 Tn Zg 


RAR BT VILT? EMI L* 空 间 上 的 有 界 性 . 
定理 XS 假设 A(x) 满足 (A01) 一 (A02) 条 件 , 当 VE BW. WW FE 
在 常数 C0 使 得 
IVIL F f(a) SECM (FE CR (CR)). 


4VEB, ,了 过 9<co HUH 1<p<2q, 


| 人 六 | ws ON las 
这 里 wo ECA. 


QD 


对 应 于 工 的 具有 有 反 和 霍 尔 德 类 势 的 一 致 抛物 型 算 子 为 : 


L=L,+V=a, -X 8; lanj (x ,9;) HVC), 


其 中 ,VEB,, a; (x DEJEN 2,…,n) 都 是 可 测 函 数 , 它 们 满足 
下 面 条 件 : 
(Al) :存在 常数 XE (0,1], 使 得 


ai, (x st) =a; (a yt), 


Ale) Gry EBX hel" 
ij=l 


r,t) E RH! EE R”). 
(A2) :存在 常数 ae (0,1 Al K>0, 4k14 
| aij | ee SK. 
REAC tH Ca Cv" OORA EE. 如 果 A(x ORE 
件 (Al) ,我 们 称 工 满足 一 致 抛物 条 件 . 
显然 当 Ala EPR a F L 就 是 前 面 的 
MARRE RE PS 
K. Kurata 在 文 [44] 中 研究 了 工 的 基本 解 的 估计 : 
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ae PS 
Be VE Bz, A DW ERED 一 (A2) ,存在 正常 
ee 


定理 YHH 
数 C G=0,1,2) ,使 得 对 任意 x ,y E RM ts, W 
e 
(t—s)? i 


OLDI ,tyy ,5) SC expl G (+m , V)? @—s)) RD 


= . 


mE : 
问题 7: — BH AOL 的 基本 人 解 的 梯度 是 否 具 有 相应 于 椭圆 


其 中 PCz ty o) Æ L 的 基本 解 . 


一 个 自然 的 有 意义 的 问题 


情况 的 估计 ? 
如 果 有 ,那么 将 对 一 些 算 子 的 估计 解决 关键 问题 . 
问题 8: 定 理 W,X,Y 和 它们 的 推论 是 否 可 以 做 到 一 致 抛物 型 算 


FLE? 问题 7 的 解决 将 使 得 一 类 抛物 型 算 子 的 先 验 估计 得 到 证 明 . 
ji 的 第 六 章 一 一 给 予 解 决 ,得 到 一 些 相应 的 


以 上 问题 我 们 将 在 后 1 


定理 . 


$2.1 反 霍 尔 德 类 


反 霍 尔 德 类 是 一 类 重要 的 函数 类 . 作为 偏 微分 方程 的 势 函 数 , 它 有 

X. 同时 , 反 霍 尔 德 函数 类 具有 比较 好 的 性 质 . 这 些 性 质 

无 论 是 在 研究 具有 反 埠 尔 德 类 势 微 分 算 子 决定 的 函数 空间 ,还 是 在 研 

究 具 有 反 霍 尔 德 类 势 微分 算 子 在 函数 空间 中 的 性 质 , 都 起 到 关键 的 作 

H. 在 文 L45] 和 [46j] 中 ,其 作者 定义 了 反 埠 尔 德 函 数 类 ,这 里 陈述 如 下 . 
定义 2.1.15) 设 V(x) 宇 0. 

(a) 1<q<oollf ,我们 称 V(z) 属 于 反 堆 尔 德 类 B, WR VE Lg 
CR") ,并 且 存 在 常数 C 六 0, 使 得 


(Tar! Verran)’ <c] Vode), (2.1.1 


对 任意 球 BCR" 都 成 立 . 
DRITE VEB- ae VELÈCR”), 并 且 存 在 常数 C>0 使 得 


IV lle <C( Tey I Vode), 


|B| 
对 任意 球 BCR "都 成 立 . 
反 霍 尔 德 类 的 性 质 是 研究 下 面具 有 反 霍 尔 德 类 势 的 各 种 微分 算 子 
的 基础 .下 面 给 出 一 些 反 霍 尔 德 类 的 性 质 . 
性 质 一 4 1<q<q@<co,Ml] BCB, CB,. 
证 明 :性 质 一 由 下 列 堆 尔 德 不 等 式 显 然 可 以 得 到 . 


1 


(ci) yora)" < (ml yo) < 


(Ta! Vener). 
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由 定义 2.1 1 可 以 直接 得 到 反 替 尔 德 类 有 一 个 很 好 的 性 质 " 

ERZ iVEB,.q>1. WHE (>0, 使 得 VE Bo 

性 质 三 ” 若 VEB,,g 之 1, 则 V(x)dzx 是 一 个 双 倍 测度 ,BVYr>0， 
VxE RR", 存 在 C, 使 得 成 立 


| voa] Vdy. (2.1.2) 
BCx.2r) BC 


Tr. 


事实 上 ,VEB,,g 写 1， ie MuckenhouptA.. #X pki A. H AW 
权 函 数 的 性 质 可 知 (2.1.2) 式 成 立 . 

性 质 四 it PESER, IA V) S= |P) | a>) 
F Be. 

性 质 五 ”如 果 V, V€ Ba.) Vi V: € B, 对 任意 a>0, 8 W=V" 
EB.. 由 性质 五 ,对 任意 多 项 式 P,Q 和 w p>, 有 V 一 >) P] 
IQ |S Bo. 

该 性 质 说 明 反 霍 尔 德 类 包含 了 所 有 非 负 多 项 式 . 正 是 由 于 这 个 原 
因 ,原来 很 多 关注 多 项 式 势 曙 数 的 薛 定 廖 方程 问题 的 学 者 转向 关注 反 
截 尔 德 势 函数 的 薛 定 廖 方程 问题 . 

性 质 六 V(r) CB, <qXco) A>0 是 一 常数 , 则 V(x) 十 XE 


B 


证 明 : 对 于 任何 球 BCR", 


+! void < 而 | Pra 4 
|B| B B 


V dy. 
B (Vly) +A) dy 


性 质 七 E C>0 使 得 
| Vindy<c( ae | Vividy, (2.1.3) 
Boaer fi BCx.R) 


r7? FE 


证 明 : 由 于 VEB,, 根 据 霍 尔 德 不 等 式 
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1 1 4 
< q 
|Bx.r) ie nr , dg S| |BCx.r) | eed (y) dy | 
Ri? 1 | 
< 4 
=e ( |BCx,R)| theta (dy) 
Ri? 1 | 
< 
Se Tt] mee) W 
dy. 


根据 性 质 七 和 BE A SB F E KI ER. 


性 质 八 VEB, qe. 对 于 任意 zE R", 有 


lim, | Viy)dy=0; lim | Viy)dy=co, 
Birr) roof Birer) 


rr 


HRA WVEB,.g> >I 


| VO dy < =| VO)dy. (2.1.4) 
R B(x,R) 


BCz,R) |a—y| 
运用 反 霍 尔 德 不 等 式 和 B, 条 件 ,我 们 容易 得 到 性 质 九 . 
如 果 VEB,, 则 存在 全 0, 使 得 VEB, ,从 而 有 


| Ha dy<p| Vy) dy. (2.1, 5) 


Bx. R) la—y| BCx.R) 


82.2 ”辅助 函数 及 其 性 质 


文 L47] 中 引入 的 辅助 函数 及 其 性 质 在 本 论文 中 的 大 部 分 问题 讨论 
中 起 到 了 关键 的 作用 . 
定义 2.2.1[47] 设 xER", 辅 助 阴 数 mx(x,V) 定 义 如 下 : 


1 1 
Vee d a 
m(x,V) suptrssez| VOLN. 


除了 上 一 节 所 叙述 的 反 霍 尔 德 类 的 性 质 ,这 里 列 出 当 VEEB, 时 ， 
辅助 函数 mC(x,V) 的 一 些 有 用 的 性 质 ( 见 [7],[38],[43j],[44]): 
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性 质 一 设 VEB, q> WA 0<m(2,V)<0co, 

F = sR n o 似 ym} f = 
性 质 二 bw VE B, ,gq 2 sH. h mV) MW ee dy de 

f = n 4 1 ji = 

性 质 三 i VEB, ,9 一 了 7 æy nay m(x,V)~my, 


V). 
证 明 : 设 /= 一 一 二 ,假设 |x 一 y| 志 Cr. 由 于 V(z)dz 是 一 个 双 倍 
m(a.V) 
测度 ， 
1 1 > 
= Vieide~ | Viejde=1. 
r Boys) r Born) 
由 此 推出 


moV) ~ =m, V), 


性 质 四 VEB, gy ， 则 存在 C>0.ho > 0 使 得 


mly.V)<C{1+la—yl|m(ax.V)}%m(2x.V). (2.2.1) 
证 明 . (Ric |a2—y|~2'’r gre. i 0<r <r 和 2 一 27. 则 根据 式 
(2.1.2) 和 (2.1.3) 有 


By. 2") 


| Viwide < | Vode 
B.r) 
<C rf Yde 
BCy.2/r) 


se | V(z)dz 
r) 


Bay 
=C(2 y) "Cir. 
这 里 CG, 是 式 (2.1.2) 中 的 常数 .于 是 当 志 C77, 且 CI 足够 大 时 ， 


Ee I 
gZ 
» 2 


== Viz) dz SCIC V E 


ri Blysry) 


因此 根据 定义 2.2.1， 


1 


>C 
aa R 


18 BE RISKY WS BE IF ET 


取 ko =log ;C1 时 ,由 此 推 得 
m” VISCO mts VALC I+ |z y| mir V yemi V]. 


性 质 五 VEB >F , 则 存在 C>0,k, >0 使 得 


ma iV Cm(x,V) (2. 2.2) 


{1+ elem te a 
证 明 :我 们 可 以 假设 


1 
g = 
ley Say 


因为 如 果 不 是 ,很 容易 根据 性 质 三 再 得 到 这 个 结果 . 根据 性 质 四 
我 们 有 
m(xsV)<C{1+|x—yl|mCy.V) }*m(y.VI<Cl|xe—y|*mCy.V) 7! 

TÆ 


em V)" to cm(x#,V) 
[ay |t to 二 ll+m(z,V) [x— y] Jay y FD * 


这 样 就 完成 了 证 明 . 
运用 性 质 三 、 四 和 五 ,容易 得 到 : 


ml(y,V) 宇 


ERA 设 VEB, go> WTE C>0,c>0, ho >0 使 得 


cAtla—yl my, VHD <1+|e—y|m(a,V) 
<SCA+|r— ylmy, V) Et. 


(2. 2.3) 
性 质 七 VEB, q> >. 4 Rm, V), 
A a le (2.2.4) 
证 明 : 设 r= BRE rR r j0. IBA LE OL AR 
fF (2. 1. 2) 


| Voc" | VV dy rT 
Bir;R Bor 
由 此 推出 
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1 
R” 2 


n—2 
| VODKA E <c,cc2y 
B(x. R) R 


<C(Rm(x.V))*. 
其 中 取 ko =log gy 2— n 
性 质 八 ik V.UECB,d<qxco). M] V+UEB,. mH 4 VEB, 


Sq A> 0. ma, V) Kma, V+). 


性 质 八 可 以 由 闵可夫 斯 基 不 等 式 和 下 面 的 事实 容易 得 到 . 


t>o] (Viv tide lc esd. Lf vep. 
Bix) Blg) 


性 质 九 VEB- Via) <Cm(2.V)? ;对 任意 常数 A 二 0,m(x， 
ASO. 

性 质 十 mea K K,>0, fi 98 KU, (x) <U, (24) <K, 
U: (x) ,那么 存在 常数 Ki K, >0, AE Kima, U) Smr, U) SK; 
m(x,U:). 


r” 


第 三 章 BEBATA Riesz 变换 
的 交换 子 的 加 权 五 ?估计 


$3.1 引言 


设 工 = 一 A 十 VCz) 是 在 民 " nS>3) EWR EBERT. 我们 假设 
V(xz) 是 一 个 非 零 非 负 的 势 孔 数 ,并 且 满 足 对 于 某 个 >: BREAK 
德 类 Bo 为 了 方便 起 见 , 本 章 我 们 记 T; G=1,2,3.4) 是 由 决定 的 
Riesz 2 #, B Tı =(—A+V)!V,T, =(—A+V)-7V2 Ts; =(— A+ 
V) VM T,=(—-A+V)' V’. J. Zhong ( 见 [28]) 证 明了 ,如 果 V 
是 一 个 非 负 多 项 式 , V? (AHV, Y (一 A 十 V) 了 了 和 了 (一 A 十 7 
V 是 Calderon-Zygmund 算 子 .Z. Shen 推广 了 这 些 结果 ( 见 [7]). 他 证 
明了 如 果 V JB FPR ER EK B, YV AHV) Z, (-AtV) V Al 
V(-A+V) | V #8 Calderon-Zygmund 算 子 . 反 霍 尔 德 类 包含 了 非 
负 多 项 式 和 一 些 非 光滑 函数 . 另外 ,Z. Shen 也 证 明了 当 VE Bs WF 
TTo TA 人 在 L* 上 有 界 , 见 第 一 章 中 的 定理 A 一 I 最 近 , 郭 紫 华 、 
李 澎 涛 和 彭 立 中 ( 见 [7]) 证 明了 , 当 5€ BMOCR"), 交换 子 bT; JOG 
二 1,2,3,4) 是 L* 有 界 的 , 见 第 一 章 中 的 定理 J 本 章 我 们 将 讨论 当 6 
分 别 是 Lipschitz 函数 和 加 权 Lipschitz 函数 ,交换 子 [0,T](j 二 1,2， 
3,4) 的 L* 有 界 性 和 加 权 L*(y) 有 界 性 ,以 及 当 。 是 加 权 BMO 函数 ， 
交换 子 [5,T)](j 一 1,2,3,4) 的 加 权 L G) 有 界 性 . 

Z. Shen 已 经 证 明了 当 VEB, 时 , T; 是 一 个 Calder6n-Zygmund 算 
子 ( 见 [7]). 根据 M. Paluszyoski 在 文 [31] 中 的 经 典 结 果 : 

如 果 了 工 是 一 个 Calder6n-Zygmund # F , bE Lip, (0<p<1l) 4H. 
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仅 当 交 换 子 [8, TEM LA LARK, op Te 人 一 
B 


a. 


WA, VEB, bE Lip, (0<p<1) HF, [b T: JEM L 3) LAR 
ee ee | 
的 ,其 中 l<p<q< 7 可 p P 
最 近 胡 蓓 和 古 家 军 在 文 L32j] 中 证 明了 相应 的 加 权 结 果 : 
如 果 工 是 一 个 Calder6n-Zygmund 算 子 ,对 于 we Ai bE Lips, 4 


且 仅 当 交换 子 L2, 帮 是 从 LD BL) AAA. l<p<q< 
ss EE - 2 
BO, 1 一 一 一 一 
0 一 8 一 和 


n` 


RAS V EB, pA, DE Lipp, Bt, i ae L’ (pn) BL! 
Gi?) 有 界 的 ,其 中 1<p<g<co,0<8<1 Al a 然而 ,在 文 


[28j] 中 ,作者 们 指明 这 这 些 核 因 为 势 函 数 VE B, (> 三 4 二 nn) 不 具有 


Calderon-Zygmund 核 的 光滑 性 ( 见 定理 人 K), 同 时 发 现 这 些 核 具 有 男 外 
较 弱 的 光滑 性 . 如 下 : 

定义 3.1.1[28] 我 们 称 K Crp ÆRES mS] 满足 条 件 
Hm) ,如 果 存 在 常数 C 宇 0, 使 得 V /二 0,x,xo€E R", 其 中 |x 一 zo |<, 
有 下 面 不 等 式 成 立 ， 


> RDE], 


1 


a Kley) Ky) ”dy < 
2l ya [<2 1 


这 里 二 十 过 一 

容易 看 到 ,如 果 K(x,y) 是 一 个 Calder6n-Zygmund 核 ,那么 K(x, 
y) 满 足 Hn), Ym>1. E28), RAE Swe PAE 
WH T;(j 二 1,2,3) 的 核 分 别 对 不 同 范围 的 oo A H Cn) ARF. BY 五 的 
KK HE AOA. TN K WE HORIE, T: W K E H 
(po) 条 件 . 


Ze 反 霍 尔 德 类 势 的 薛 定 请 算 子 


为 了 证 明 我 们 的 结果 ,需要 给 出 Hardy-Littlewood 极 大 函数 、 分 
ŽUR Hardy-Littlewood K K eh HM. Sharp 极 大 函数 的 记号 . 它们 分 别 


月 
FE: 
Hardy-Littlewood 极 大 函数 定义 为 : 
MGz) 一 Sup 二 [| | f(y) | dy. 
Sharp (kK RAE LA: 
M* f= supra | à | f(y) — fo\dy~gupintr a | , | f(y) -C| 
dy, 
其 中 a= giy] FON dys LA FEM H WR BO DCR" M 
AY. 
分 数 次 Hardy-Littlewood 极 大 函数 的 定义 为 : 
1 oa. iF 
Mef (2) = sup ara | fCy) | dy) ， 
其 中 0<r< ,上 确 界 是 对 所 有 的 球 B(3x)CR" 取 的 . 
我 们 记 jz) 的 分 数 次 加 权 极 大 函数 为 
1 
a ae ial 
Meg, won CE) sup oe Ie If Vay >" 0<r< 
下 面 我 们 给 出 Lipschitz 函数 和 加 权 Lipschitz 函数 的 定义 及 其 性 
质 . 


定义 3.1.2 我 们 称 一 个 局 部 可 积 函 数 fod Ja Lips AP 1< 
Pp 三 oo0(0 二 8 二 1)， 如 果 


1 | 人 
Tay g LO fel dy Ee 


ares: 
"PIBE 
这 里 上 确 界 是 对 所 有 球 BC R”" 取 的 .我们 称 上 式 的 最 小 常数 C 为 
下 的 范 数 , 记 为 ef wp. 
定义 3.1.3 1S p<oo,0<p<l 以 及 EA (R"), 我 们 称 一 
个 局 部 可 积 函 数 f(x) 属 于 加 权 Lips, We 
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sigi ee E EAA 
a 9 FO? fs luO dy, <C<, 


其 中 上 确 界 对 所 有 球 BCR" 成立. 

这 类 函数 的 全 体 记 为 kn 它 是 一 个 Banach 空间 . 满足 上 述 条 
件 的 最 小 的 常数 C 为 了 在 这 个 空间 的 范 数 , 记 为 | f NI ve. 令 Lipg. 
=Lip;,,. 显然 , 当 y 二 1 时 ,Lips,, 空 间 就 是 经 典 的 Lipg 空 间 . 

关于 Liph, 的 两 个 性 质 如 下 :( 见 [57]) 


rEA, fl ~ file,» Y2>L (3.1.1) 
我 们 记 2°B HER B 的 同心 2* 倍 扩张 ,那么 
| fB — fr | <C(k+ 1D p(B)* | T | Lippy” (3. L2) 


下 面 我 们 给 出 加 权 BMO 函数 的 定义 及 其 性 质 . 

定义 3.1.4 设 1p 二 2，, 以 及 jyE A(R"), 我 们 称 一 个 局 部 可 
积 函 数 jz) 属 于 加 权 BMOs ,如果 
ABI ffeil" ny oes, 

其 中 上 确 界 对 所 有 球 BC R "成 立 . 

这 类 函数 的 全 体 记 为 BMO?. 它 也 是 一 个 Banach 空间 . 满足 上 述 
条 件 的 最 小 的 常数 C 为 了 在 这 个 空间 的 范 数 , 记 为 ‖f amor. 令 
BMO, =BMO.. 9.4 w=1 时 , BMO, 空 间 就 是 经 典 的 BMO 空间 . 

关于 BMOs 的 两 个 性 质 如 下 :( 见 [57]) 


sup 
B 


LEAi, | f |l BMO? ~ | fl BMO, > V pol. (3. 1.3) 
我 们 记 2°B AR B 的 同心 2* 倍 扩张 ,那么 
|fe — fsi SCR+HD | fl BMO, « (3.1.4) 


$2.2 PEST AY Riesz BHAA Y Fi HK R BOY 
交换 子 的 加 权 L? 估 计 


我 们 的 第 一 个 主要 定理 是 : 
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定理 3.2.1 假设 对 某 个 5 l VEB, 设 一 L= 


E jih o<p 


Sle 


<1 以 及 1<p<r<co. # bELip,, 那么 成 立 

Og Kp, || ETIS I <C Io Il cis, Il f lls 
GD (2q)'<p<co, || [o TJA <C, lO ll ue, If Iles 
GD po<p<co, || Eo T If ll rc, 6 ll us, fll 

> Sa 


其 中 二 = 二 一 二 
po q n 


我 们 知道 Te =VC—atv), Te =V? (—A+V)?, T 
—y(—A+V) 了 .根据 对 偶 理论 ,我 们 容易 得 到 : 
| Eo TEIS e <C, |b ll up, | fl 1<p<as 
| 6,TE Tf le <C, od, | fl 1<p<2aq; 


I Lo, TF TF ll or <C, Ilo || Lip, | fll I<p<p, 
lI 
其 中 一 e 


AAS 


第 二 个 主要 定理 是 关于 5€ELipss 的 加 权 结 果 : 


定理 3.2.2 ”假设 对 某 个 o>. VE B,, 其 中 二 一 二 LÊ o<] 


以 及 1<p<r<coo. BR wEA CR") 1B, ,其 中 一 < 


0 


oe HWE ph? CAL. XP PAY CD, Gi) AI GID om 分 别 取 g,2g 
和 po. 那么 对 任意 oELzip ,有 下 面 估计 成 立 
a ie pp (| Be Ne 
Ged pn, | La TF avs SCs | Bll, UF 


| LP) 3 
(iil) Pa <p<c, | Lb, T; | f I Bear S <C, I b | Lipa, | f 
| LP 9 
= 1 
其 中 下 ar 
ME L? (py) AL? TO EE BS TA). RTR D 
得 到 
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[lb IF | na bl), Flaa Te 
I [ Bis T} If I yy <C, | b | Lips, | f | LP) 9 1<p< 


2q; 
| C.T] ll ratty SC, lo || Lipp, | fll Pw? 1= ps 
Po $ 
4 1 1 1 
其 中 二 一 二 一 二 ， 
a a 


定理 3.2.1 和 定理 3. 2. 2 的 证 明 主 要 依靠 下 面 的 命题 3. 2. 1 和 命 
题 3. 2. 2. 我 们 首先 考虑 一 般 算 子 T1(CD=| KGCz,y)7Co)ay， 然后 


具体 到 T, G=1,2,3). 


a 


命题 3.2.1 设 Re 以 及 m <p<r<oe, 


hig TEL? SA LEARY OFA T IK WE H On) AF. 那么 
VbELips, V pE(m'’.co), [b, T]ÆA LIL ARM, MAA 
Co. TIF Wir SC, io ll ip, If lve. 


命题 3.2.2 设 m>1,+=+-£,0<p<1, Uk m'<p<r< 


pn 
n à s = í H 、 
一. 假定 EA CRO NB, o= Pr E m <ac, fH 
Sı 


TEL’ (n 2) 上 是 有 界 的 ,而 且 工 的 核 开 WE Hm). IMA V OE 
Lippu» Y pE Cm 0), [b, T] ÆA LD BUG") 有 界 的 ,而 且 有 
| Lo, Tf wo SC ow FI too 

注 3.2.1 命题 3.2.1 是 加 权 情 况 的 命题 3. 2. 2 当 p=1 的 特例 ， 
尽管 命题 3. 2. 2 可 以 用 来 证 明定 理 3. 2. 2, 但 是 它 具 有 一 定 的 独立 意 
义 , 因 为 它 对 权 函 数 的 要 求 相对 定理 3. 2. 2 中 对 权 函 数 的 要 求 比较 低 . 

我 们 采取 Stormberg 的 思想 来 证 明 命 题 3. 2. 2. 命题 3. 2. 2 立刻 
由 下 面 的 引 理 3. 2. 1 和 Fefferman-Stein 关于 Sharp 极 大 函数 的 定理 
得 到 . 


引 理 3.2.1 设 ml. 假设 KK 满足 HGm) 
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BAF we Ay CR" NB, ?50 一 B 


,其 中 以 ‘< ,假设 工 在 


L DEAR. ABS FEE BL C,>0, 使 得 VE Li. bE Lips, A 


M* (Lb. TIP) <C) || |l tippen {Maus TP D HT Me O (2) | 


(Seen 1 


WEAR : lz sE Gn! ), 设 FELLER”, S B=Bla DDr. R 


们 只 需 证 明 J= fat ILLT] = (Lb, TI fe | dy 被 (3.2.1) 式 的 


右边 控制 . 设 f=fit fo KP fi= fxr fe 5f f. 那么 Lb, T]f= 
[b—bgr,T]f=(b—bs)Tf—T(b—bs) fi — TO by) fo =A f+ Ae f4 
A;f/, 因 此 我 们 有 


renh |Ai f(y) A: fel dy 


a [Bf foldytra| , [Agta — Afal 
dy 
=I 4I,4+Js. 
对 于 万 的 估计 ,由 霍 尔 德 不 等 式 ,我 们 可 以 得 到 


a al 
Wye Tal TASO [dy 


=C All Oh THY | ay 
[B|] z 


si pi ; Soot 
SCTE a (Ta) oo 


1 


aB) 1 
|B| ,CB)* 


1 ， eee 
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1 3 
x mel ITF) pdy 
BY 


KCC) 6 Uh ring, Moras TA. 


对 于 Jo FEMA tE s>s Sm’ IFAS s= .由 于 工 在 
L(y ) 的 加 权 有 界 性 ,我 们 可 得 


= [TCh AIC dy 


z C (ml [TOD FOOD O 由 | 1 


#7, 


1 
ial Low} 


< c [Ef OOA 
uB) T 
(‘Tar | 


1 


eee 1 1 ; = 四 
ets lever: aml a BOO] 
2 
l 


x l Be LF) ludy) i 
j ze 


<Culx) | | sin, Maps C2). 


要 估计 Js ,我 们 令 o=] i a K ‘xo sZ) (b(z) —bp) F ede: T 


=E 


ral 


Lh af ERG) KD] Ob) f 


zx 一 Z0 |>321 


=C ee pa, | LE C952) KC] 
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(CCz) 一 0p) f(z) | dzedy 


1 oo 
<C ai ga k=5 (| = 


dz)” FDF k x f, „O= bg) 
(241) HRN helen cot 


fe) |" dz)” dy 


|K(y,z)—K(ao,2) |" 


24 二 17 
alg 


1 1 j 
< s dN a — m 
ae iE oro -ag [<+ | Soha) bad f Cae) | 
1 
dz)” 
a (Chad — bga beg by) 
FA z | TI nia ty INZ Drip TOTI p B 
Fe) |" dz)” 


| blz) — big) f Cz) |” 


gk +1, 


day” v4 canal lesa li |” dz)” 
se supZE "ps 
k25 
对 于 Ei, 国定 5 Ems), MBA ds 也 737 > 1, 
m m som ° m 
j p AY — > 1 
(sar) pig EARN EAR AEA TI AE E pn T, 
m Ss m Si m 
我 们 能 够 得 到 
= C CE 1 
EL = [TETT] yan, | OO brad wi Š f(z) plz) 
"pian de\* 
z =l oT T Peed ole 
三 (TB| gkt1p aT BATE 1 多 


Dm 1 


T 1 a a 
Pde) X (Tam) yong ee de) 
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| a bC) — betty [eC eG” 


= 1 PNE PE 
dx} E a rarer | ate | Fz) | t kak da | | | oF B | 


| arip dz} 本 


uC B) a 1 
三 | 7B TB 


J |b (Cz) — btip |5 u 


i uC B) 1 1 > 
GE de) T i nx (4 [2B] } im iy OO 
lu Cadet” 1 ray) = 


LCR | Ul so Man $2). 


对 于 Es, 因为 二 之 1, (下) = 7, 38 FER BB ERE 


sum 


A, (R") Ast £ (3.1.2), RNABE 


E,=|bs+1n—ba | | KOO pe) de\* 


1 | 
|2 B| a 1B 
1 


1 s s 
E b Laa |g 2 OMe x 


1 一 一 
[| PO my (Sy! dz)” aG 


P gg E 1 | 
<C D( |2 B] ) | b | pig (mB) gktlp 


1 


cies ludz)" 4 人 | an fe) Badey } 


| (2**1B) l 
<C +1) (MB ) No Nw,, Mans O Cx) 
[ZB] 
(7B) ) 


SCARF D p62) No rin, Meus Pr). 
将 E, Al E by fh Ht dn 2) E ,我们 得 到 
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Js =Csupiss$(E1 +E; ) 


a 2 f 
< Csup:=; ETE Ca) oll Lipg M pms P) C) 


<Cula) No i, Mers PC). 
引 理 3.2.1 的 证 明 完 成 . 
命题 3. 2. 2 的 证 明 因为 we ACR") Aa pC A,CR") ,根据 
引 理 3. 2. 1 我 们 推 得 
I Lo, TIS | razo s I MË (Lo TIA larger 
<C |b iig, (I Maus CTA ro + 


| Mays P I row) 
<C || 5 || LiPo, Il f | Lwe 
定理 3.2.1 的 证 明 证 明 的 主要 思想 和 方法 与 文 L28] 一 样 . 作者 
们 在 文 [28] 中 已 经 证 明了 TO=1,2,3) 的 这 些 核 K,(j 二 1,2,3) 满 足 
H(m) (2 一 dg,2d, 加 ) 条 件 , 根 据 定 理 F,H 和 CC 的 对 偶 结 论 可 知 T, 
T: ,了 满足 命题 3. 2. 1 的 条 件 ,故我 们 得 到 定理 3. 2. 1 的 结论 . 
我 们 知道 TY =V?’ (AHV). 根据 定理 3. 2. 1 中 的 (iD 和 对 偶 
理论 ,我 们 有 


推论 3. 2. 1 假设 对 某 个 4 之 到 ,VE B,. 设 l = : 8B,0<p<1 


以 及 1<p<q<co. H AIHER bE Lip, H 
| ,Tf <C lo Il i lEI Spaa, 
和 
| Eo TEJA ISC, Ilo I i, | f le I< p<. 
证 明 . 因为 
Ti =(—A +V) = at VA ar T? 
are Ty: 


=(I—=(— ABV V) 


我 们 有 
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y“ = 


Lb,T, |=Lb.I-T, ] Tt 3.22% 
所 以 ,根据 [Lo ,IT 一 TJ 和 Le, ay 这 Ay CLAD BY CL?, L) A FE. 以 


KIT LAEM Ay 5 见 [1]) 的 L* 有 界 性 ,我 们 可 得 到 


| Lo,T. If |l Lr 
<I TI tT CA 
<C lin I ofl tel Ill 


<C | b | Lipg | F | L?. 
定理 3.2.2 的 证 明 由 定理 W(1) ,可 知 
x a | fl YC) (fEC? CR"), 


其 中 性 Ty 7 一 1. 任意 取 pd’. WR pE Az. Hardy-Littlewood 


en [CGO 上 的 有 界 性 可 得 
ITF mo ZE MC fF pCa) dr}? <C | f 


| LP Gy) « 

TELEWARE. LAT 五 的 核 KK; 满足 AQ) aE Cb 
文 L7]) ,根据 命题 3. 2. 2 和 定理 下 的 对 偶 结论 ,我 们 得 到 定理 3. 2. 2 的 
结论 G). 

对 于 定理 3.2.2 的 结论 Ci ,我 们 可 以 从 文 [7 的 定理 5. 10 的 证 明 
中 得 到 T; 的 L*(y) 有 界 性 .为 了 完整 起 见 ,我 们 给 出 证 明 的 框架 . 文 
[7] 给 出 


ge Vie fly) dy 
Ta Pe Peer ene Ela—ylrl? 


以 及 下 面 的 不 等 式 
IT f(r) | LCM F|?) x). 
4 (2q)'<p<o, Alb. 4 LEALI A 
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ITF | yond| {MC| f| ) Cx) px) dr)}? 


ge (IFI Ce) Gry (xe) dx}? 
R 


=C || f ll vw. 
因为 T, 的 核 KK, 满足 HOY LXD ,根据 命题 3. 2. 2 和 定理 
H 的 对 偶 结 论 ,定理 3. 2. 2 的 (ii) 得 证 . 
T; 的 L*(y) 有 界 性 可 由 下 面 的 估计 得 到 . 
| Ts fC) | <C{MC| fl) (x) py HTI 


其 中 qipin =F-+ 7 UR T=7 Aa TEA ler 
F 1 
Zygmund 算 子 ( 见 L7]). 
S po<p<ce. Alt, 4 pe Ay CA, WA 
| T; f | L’ ò 


<c{| MOF YD) dry +C ITF ro 
R 


KA| A aa) dry tcl Flo 


=C | i | LP (pn) + 
因为 TWX Ko Ap RELET ,根据 命题 3. 2. 2 和 
定理 D, 定 理 3.2.2 的 (iii) 得 证 . 
根据 推论 3. 2. 1 同样 的 证 明 ,我 们 得 到 下 面 的 推论 . 


推论 3.2.2 假设 对 某 个 Ee Ne 
1B 1<p<r<co, # uE ACR") NB, ,其 中 o =a në 
Si 


s) sE > ,而 且 满 足 p” EAs. RARER bE Lip, A FEE 
估计 成 立 
| [6, T. JF |l yd) SC, | 6 || Lipg,, Il fl LP sq p< 


All 
| Lb TY If | ro "Cs, | b | Lips, | f | L? (pw) l<p<q 
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$3.3 BREE THY Riesz 变换 和 BMO 函数 的 交 
换 子 的 加 权 L” iiit 


本 节 考 虑 关于 bE BMO, H H REE Ys tT AY Riesz 变换 的 交换 子 
的 加 权 估 计 . 


定理 3.3.1 BUMS GF V EB, .1<p<oo. Bye A(R") 


ao Dm 、 / a — 
NB, w= SOO m <s;<s<oo, M HWE p” EAL. 对 于 
$1 
下 面 的 GD GD AN Git). 分 别 取 g,2g Al po. 那么 对 任意 5€ BMO, ,有 
© [| CO. Ti IF Il gt) SC No mo, Il fiw, p<ee, 
(11) I bT: jf | ro KC, | b I BMO, I f I LP Gò , (29) "<p<oo, 


Gii || Co, Ts IF |l ros) SC, IRA BMO, IFI Lp oP P< 


seca E A 
其 中 一 一 一 一 一 
P q n° 
根据 对 偶 理 论 AL? CG) AL” (7 ) 互 为 对 偶 空 间 . 我 们 容易 


得 到 


| [6, TY Jy | Lra SC, | b | BMO, | f | LP l< pq, 

| (6, Tz If Il Pol?) SC, EA BMO, Il Z| LP l<p<2q, 

| [b, T3 Jf | pe SC, | b | BMO, | f | Le ,1 ppo ’ 
P 1 1 1 
其 中 一 一 一 一 一 . 
i ea 

定理 3. 3. 1 的 特殊 情况 (二 1) 就 是 文 L28j 中 的 结果 , 见 第 一 章 定 
FE J. me HE 3.3.1 的 证 明 主 要 依靠 下 面 的 命题 3. 3. 1. 

命题 3.3.1 i m>l, UE m < p<, 假定 PEA, CR") NB, 2 

sIm  , P = 

-SO Hm! <s<s<oo, 假设 工 在 La-2) 上 是 有 界 的 ,而 


f 
sı om 


AK Wi HOA. IA XT FER bE BMO, , Y pE), LOT 是 
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从 L*(y) 到 L*(yo*) 有 界 的 ,而 且 有 
| [be FF | LP?) KC, | b | BMO, | f | LP 
我 们 运用 Stormberg 的 思想 .命题 3. 3. 1 立刻 由 下 面 的 引 理 3. 3. 
1 和 Fefferman-Stein 关于 Sharp 极 大 函数 的 定理 得 到 . 
引 理 3.3.1 设 m>1, UR s>m. Bit K WE Hngh uE 


A CR”) NB. oo um p Sı E(m',s), 假设 Te LAG *).p 


7 
j S;—m 


E (2 ,十 co) 上 有 界 .那么 存在 常数 C,>0, 使 得 VY fE Li. ,bE BMO,, 
有 


M? (6. TIN @<Cy(2) || || ivo, (Ms TP FM. A @)) 


(4.8.1 
证 明 : 固 定 sE Gm, ), 设 1ELhk ,rE R", 令 B= Bay sl) Da. 
我 们 只 需 证 明 J 二 87| [Lb TIP) C, Tn dy 被 (3. 3. DR 


的 右边 控制 . Be f=fit fo. 其 中 f= fxr: f5 fT fi. 那么 [65,T]f 
=| b—bg, T] f=(b—bs)Tf—T(b—bs) fi — TO—bg)fs=AifiA,f 
TAs f, 因此 我 们 有 


1 ; 1 ; 
J < 而 | „1A FOA: faldy+ riy] ASOT A: fsl 


1 ; 
dy+ f |A; f(y) —A; fg | dy 
|B|] s 


=Ji +J: api” 
对 于 万 的 估计 ,由 霍 尔 德 不 等 式 ,， 我 们 可 以 得 到 


i 
|B| 


1 
a 
|B| 
=o 1 | itala iay" 
S~ TBN TEN 2 a 


Jı SC 


， Ai f(y) | dy 


| (b—-b,) Tf Cy) | dy 
B 
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1 、 = 
x [qp] p PFO) Gedy 


<c 1 | 1 


3 RPE i 
|B| aB) am 4) bs p(y) dy 


1 过 
“lanl ITF) | pd 


Cu(z) | 5 || wo M,C Tf) (a). 


对 于 Jo. 我 们 固定 st s>s >m, IFAS ara HFT 
在 L" (As ) 的 加 权 有 界 性 , 我 们 可 得 
JS ray] „ITOO iC) dy 
<C(qhr ,TBF YD |" wad! dy)? 
(aT. pydy) 9 
<c( 击 | |G? B.A O wd ay) ADT 
(BY At 1 


aB) te oa 
SCUBY) oem a by | 
-ydy z 8 ¢— 1 
uly)! 2 dy) 2X (eo m | fCy) | u(y dy) 
<Cu(x) || 6 || ovo, Ms O (x). 


要 估计 Js RTE a=] K (a) 52) blz) — br) f(z)dz. F 
> 321 


|z 一 zo |>: 


是 
LCi As fe |dy 
IB|J s 
<c- f | eta) ee a 
|B|] s J pe-a, 1>32 
f(z) dz| dy 


ape dil S = 
= atl P 2i | sree ge | LK(y.2z) 天 (Zu | 
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(b(z) —bz) f(z) | dzedy 


1 z n 
nae | 2 f pe wap ER Cay 2) | 
1 ñ 
da) "arte X ae (| a | a 
m PIS z— Xo 2 l 
(z) |” dz)” dy 
Capt zA E fe) |" de)” 
= SUPE Dy Žile <t j ) 
ee i, i | 
at = k | 这 过 jay P bi Oaths — ba) 


fe) |" de)” 


1 1 
See (| | We 


Dy" | CoC) = batty) f(z) |" 


k+1 


ol<2 


od 1 PE 
dz} +o] wait, | Gee bn) $2] dz} ) 


1 
nag ee 


对 于 Ei ,固定 s Enss), IBA “yee lag y'= 3 = 73 ae ly 
m m som m 
S if S — aE 4 A x + Cs —1) í 
(a7) Sir EMERG A PIK ALE LEB, a5 
我 们 能 够 得 到 

C a wy Ea 
EL = (Ta pan, | O@ ben) pC) š fC) pz) 

1 

[wp Ce) dz) w 
C EE 1 
< vr | CBC) — bok a) y s Jepy 

ok 


G1 — Dm 


diese 1 SS hed T 
Jide} X (ThrBT| pe de) 


1 i i anepi 
和 (全 有 | pany OO be a ACR IP 
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A he he Ae 1 
dz XBT] auia LEC Pe Ce de] rac 


gC B) a 1 | aiea eel 
< |2" B| } (TB) jin, | OO? by g | 1 
ff ay eye RBS 1 ion 
poz a Xx { e a } (ZOB) k+tip 
pl" Bo 


Cy(7z) | 2 || Lips, „Mens J) C). 


对 于 E, 因为 5> (下) 一 一 六 ,运用 霍 尔 德 不 等 式 ,wE Ai 


( 民 ") 和 这 个 事实 |b g —bg|<CR+1) | S| BMO, °? 我 们 容易 得 


1 NO E 
E; = | bz+i g bal { SETA sig SOO ee) 5 dz} ” 


1 a 
<| battip bs | { [27B] ker | f Cz) [u Cz) dz) x 


l cone i pay dz z\" 


aS) 


tp 2 1 
a | 2 | zvo, rr ea, NERES 
; 3 1 一 = 工作 

pC) dz) x { 2B] foe sa dz) } 
24+1 B ps 
<C +D (rn) | Mm, Ma CF) Cz) 
[BIR] 1 
(GOB) 


<<CGCR 二 1)ACZ) | b | smo, M ps P) (x). 
将 EE 和 E, A ee 


Js = SUB Lee +E) 


KR 之 9 
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k 


<C supt tp oN mo, Mpa O) 


<Cu(x) || 2 || avo, M ps f(x). 
引 理 3. 3. 1 的 证 明 完 成 . 
命题 3.3.1 的 证 明 因为 EAi(R”) Hap EAR"), 根据 
引 理 3. 3. 1 我 们 推 得 
ITIS |l on || M* (Lo, TIF) |l wo 


<C | b | gmo, ( | M, (Tf) | LP D T 


| MaD lito) 
<C |l b | BMO, f | LPC 
根据 推论 3.2.1 同样 的 证 明 ,我 们 得 到 下 面 的 推论 . 


推论 3.3.1 假设 对 某 个 >> VEB. Bp A(R") NB, ,0 


sl] Í y / fa ye = 
= Da Bs, Ess), WR sE Cq ,oo0). m ELW E e E Ag. 
Sı 


那么 对 于 bE BMO,, 我 们 有 
p<, | Lb.T, If | Pu! BC, | b | BMO, | f | LPG) 


和 
l1<p<q, || LO, TT IF Il eye SC, No amo, If I eq 
成 立 . 
与 定理 3. 2. 2 的 证 明 类 似 ,利用 命题 3. 3. 1 我 们 容易 证 明定 理 
3.3.1. 另外 ,推论 3.3.1 与 推论 3.2.1 的 证 明 完 全 类 似 . 这 里 我 们 删 去 
细节 . 有 兴趣 的 读者 可 以 自行 完成 这 些 证 明 . 


第 四 章 SerERBATBAH 
BLO, 空间 


$4.1 引言 


由 于 奇异 积分 理论 在 偏 微分 方程 理论 中 的 成 功 运 用 ,使 得 调和 分 
析 中 的 函数 空间 和 算 子 理论 得 到 更 多 数学 家 的 关注 . 也 使 得 调和 分 析 
的 分 支 得 到 重新 绽放 . 众所周知 ,一 方面 ,经 典 的 Hardy 空间 H’? O< p 
<DE L RHE OX p<1 范围 内 适合 的 替代 函数 空间 . 另 一 方面 ,经 
典 的 Hardy 空间 H (0 二 p 志 1) 也 是 拉 普 拉 斯 算 子 一 信 所 产生 的 算 子 
半 群 的 极 大 算 子 在 L*(0 二 p 声 1) 空间 中 的 刻画 . 自然 地 ,具有 势 函 数 的 
FERAT ATV 是 否 也 有 其 所 产生 的 算 子 半 群 的 极 大 算 子 在 L? 
(0 二 p 志 1) 空间 中 刻画 的 函数 空间 呢 ? 已 经 有 很 多 数学 家 在 这 方面 做 
了 有 益 的 探索 . 

RA REKER A H EES A TREKI Hardy 型 空间 和 其 对 偶 
空间 有 界 平均 震荡 函数 空间 (BMO 型 空间 ) 以 及 一 些 具有 反 堆 尔 德 类 
势 的 薛 定 齐 算 子 决定 的 一 些 主 要 算 子 在 这 些 空间 中 的 性 质 具 有 极其 重 
要 的 价值 . 

最 近 几 年 ,很 多 数学 家 对 这 些 算 子 的 研究 产生 了 兴趣 . Dziuba rski 
J. 和 Zienkiewicz J.19j] 原 创 性 地 分 别 以 原子 形式 和 由 算 子 半 群 ({e“ ),。 
或 Riesz 变换 VL 一 定义 的 极 大 函数 刻画 了 与 薛 定 廖 算 子 工 相关 的 
Hardy 空间 Hy CR"). 这 个 结果 被 林 秦 成 . 刘 和 平 等 L20 推 广 到 海 森 堡 
FEE -Dziuba ńki J. 和 Zienkiewicz J.L9] 还 通过 某 种 与 由 势 立 决定 的 
辅助 函数 相关 的 某 局 部 极 大 函数 刻画 了 上 述 Hardy 空间 Hi CR"). 当 
VEB,.(R"), HP n=3, Dziuba rski J. 等 [12] 引 入 了 与 L 相关 的 
BMO 型 空间 BMOL(R") ,并且 证 明了 A COR") Al BMO, CR") XHA 
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性 ,还 得 到 了 BMO, (R") 关 于 Carleson 测度 和 一 些 经 典 算 子 关 于 上 
的 版 本 在 BMO, (R") 上 的 有 界 性 的 刻画 . 这 些 算 子 包括 半 群 极 大 算 子 
和 分 数 次 积分 算 子 LHP aE (0,n). 这 些 结果 也 被 林 秦 城 和 刘 和 
oe?! He p> Bl) vip PRR AE LE. 而 且 , 当 VEB,(n 宇 3) 时 , 董 建 锋 和 刘 和 
平 [ 沁 进一步 建立 了 算 子 VL 的 BMO, CR") fait BF VL? 
建立 了 BMO, CR") 的 Fefferman-Stein 分 解 , 并 且 给 出 HiI(R") 由 
VL 王 的 共 斩 算 子 的 一 个 刻画 . 国内 数学 家 颜 立新 和 杨 大 春 等 在 这 方 
面 也 作出 了 出 色 的 成 果 . 其 中 , 邓 东 皋 `.X.T. DUONG, A. SIKORA 
颜 立新 "对 更 为 一 般 的 热 核 算 子 所 决定 的 有 界 平均 震荡 函数 空 
(BMO 型 空间 ) 与 经 典 的 BMO 空间 进行 了 比较 ,还 进一步 给 出 
用 . 

最 近 , 杨 大 春 、 pagaia Mi i 与 一 个 允许 函数 o 所 决定 
的 BMO 型 空间 BMO, CR") #l BLO 型 空间 BLO, CR") ,并 建立 了 局 部 
Riesz 变换 在 BMO, CR") 上 的 有 界 型 以 及 相应 的 极 大 算 子 从 BMO, 
(ROF) BLO, RO WA AYE. 后 来 , 杨 大 春 、 杨 东 勇 和 周 媛 2 又 引入 
了 在 齐 型 空间 上 的 BMO 型 空间 BMO,(X) 和 BLO 型 空间 BLO, CX), 
并 建立 了 它们 的 一 些 基 本 性 质 . 这 些 性 质 包 括 BMO, (X) EW John- 
Nirenberg 不 等 式 和 BLO,(X) 的 几 个 等 价 刻画 . 他 们 还 得 到 了 自然 极 
大 算 子 , Hardy-Littlewood 极 大 算 子 和 与 o 相关 的 响应 局 部 算 子 以 及 
tj o 相关 的 Littlewood-Paley-g 函数 在 这 些 局 部 空间 上 的 有 界 性 . 

经 典 的 BMO 空间 有 一 个 子 空间 BLO. 关于 经 典 BLO 空间 已 经 有 

不 少 成 果 , 见 文 L27]`L25]、L244]. 给 出 具有 反 堆 尔 德 类 势 的 薛 定 谓 算 子 

决定 的 有 界 平均 震 葛 函数 空间 (BMO 型 空间 ) 对 应 的 子 空 间 BLO 型 
空间 ,并 研究 一 些 算 子 在 其 上 的 估计 也 是 一 件 有 意义 的 事情 .本 章 ,我 
们 就 是 要 给 出 这 种 BLO 型 空间 ,并 给 出 平行 于 经 典 情况 的 刻画 . 然后 
讨论 具有 反 霍 尔 德 类 势 的 薛 定 廖 算 子 的 极 大 Riesz 变换 的 一 个 BLO 
型 估计 . 

1980 年 R. R. Coifman 和 R. Rochberg 在 文 [L34] 中 研究 BMO 空 
间 的 等 价 刻画 时 引进 了 BMO 空间 的 一 个 子 空间 BLO ,定义 如 下 : 
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BLO=|f€L,(R") al f(a) —essinf f(x) dr<C). 


并 且 还 给 出 了 BLO 的 一 个 等 价 刻画 ， 
一 个 局 部 可 积 函 数 了 属于 BLO 4 AA f =alogM* F+h, th 
o>>0, 下 是 一 个 局 部 可 积 函 数 上 且 其 极 大 函数 M* F 是 几乎 处 处 有 限 的 ， 
是 LL” 函数. 
这 里 M* 为 自然 的 极 大 函数 , 即 MY f) = supra] fda. 


J. Dziuba ski 和 J. Zienkiewicz Æ 3¢(.9].£10]. [8]. [11] FAR T 
B RE is OA AY Hardy 型 空间 Hi 和 Hf 空间 .后 来 J. 
Dziuba fski、G. Garrigós 和 T. Martinezs Æ Æ 3¢[12].[13 ] FHR T 
Hi 28 B WIH H, Bea EA Be EPS ATAY BMO 型 空间 
BMO, 空间 , 它 是 BMO 空间 的 一 个 子 空 间 . 并 且 证 明了 它 是 Hi 空间 
的 对 偶 空 间 ,还 进一步 研究 了 一 些 算 子 在 BMO, 空间 上 的 有 界 性 . 对 于 
经 典 的 BMO KA, C. Bennett, R. A. DeVore 和 R. Sharpley 在 文 L33 ] 
中 指出 它 的 Hardy-Littlewood 极 大 函数 要 么 是 一 致 为 无 穷 ,要 么 是 从 
BMO 到 BMO 的 . 可 是 J. Dziuba ński, G. Garrigós 和 T. Martinezs 等 
在 文 L12]` [13] 中 指出 薛 定 谓 算 子 的 半 群 极 大 算 子 .Hardy-Littlewood 
极 大 算 子 和 Poisson 半 群 极 大 函数 在 BMO, 空间 上 都 不 会 为 一 致 无 


me 


穷 . 


定义 4.1.1[12] 设 VEB,,q 宇 5, 称 一 个 局 部 可 积 函 数 f 属于 
BMO,， 如果 存在 常数 C0 使 得 
1 " ; 1 ; 
Tay] FO feldy<c gr], If) ldy<C 


对 所 有 的 球 BCR", Al B, =B, (x) :rSpCx) ah MIT. 这 里 fr = 


all ny 以 及 关键 半径 pCz) 一 二 记 || f ll amo, PREP 
最 小 的 常数 C. 
注 4.1.1: 由 于 


1 2 
ET ,If -fa d<r] , IFO lay, 


B 
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存在 常数 C 宇 0, 使 得 


1 
Tay), fo —Fa, ldy Sc 和), IFO ldy<c 


对 所 有 的 球 B.=B,(a) fil B,=B,(z) ea 都 成 立 . 

Il f ll BMO, 实际 上 是 一 个 范 数 ,而 且 BMO, 为 一 个 Banach 空间 . 进 
— BIA || fll ao 委 2 | F |l avo, .关于 BMOL 空 间 有 如 下 性 质 ( 见 L12]): 

对 于 每 个 2EL1, 十 co)， 存在 C=CCD,V)>0, 使 得 对 所 有 fE 
BMO, , Æ 


1 
(zl ,ffs lrdy) <C 


de 
b 


| fll vo, »VBCR". (4.1.1) 
和 

AP IFO dy) KCN Fh wo,» ¥B=B,(2) 72 pl). 
(4.1.2) 


4% V=0 时 ,BMO, 就 是 经 典 的 BMO 空间 . 
关于 经 典 BLO 空间 的 估计 有 如 下 几 个 : 
(a) 设 2 是 零 阶 齐 次 ,在 单位 球 S| EA IFA RA EOE HI R 
数 . 定义 奇异 积分 算 子 
QCx—y) 


Ti flo=p.v.| ， TEOD 
相应 的 极 大 算 子 为 
Tf = sup lf er reer: E 


胡 国 恩 和 张 启 慧 在 文 L37j 中 得 到 . 
定理 NOU 当 对 某 个 q 六 2,OEL(CogL)7 (CS ) , 即 


f(y)dy| 


| a4 |QCa) |log?(2+|QCx)|)dr<co, 
Ss 
并 且 0 的 L! 连 续 模 满足 : 


| w(6)1og +5) Lecco, 
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这 里 (5) 二 sup| ,QCpr) 一 Q(x)dz. 那么 ,如 果 FE BMO fë 
得 对 于 某 个 xo€ R”, TË f(a) <c , PEARL 
| TY f ll wo<C Il f Il svo. 
(b) Winston Ou 在 文 L36] 中 证 明了 : 
定理 ML36] 如 果 存 在 某 一 点 r € RRR", 使 得 Mf) <, IA 
M* 和 M 都 是 从 BMO 到 BLO 有 界 的 . 
(c) 设 T* X Calderón-Zygmund 极 大 奇异 积分 算 子 : 


T* f(x)=sup|| (ey) Fad 


ple 


其 中 核 &Cz) 满 足下 列 标 准 条 件 : 
(1) |RCx)|<Clx|~",240; 


>| spe RM ME=O (0<R<R: <00); 

(3) |k(a—y) —R(az) eelas. 

唐 林 在 文 [39] 中 证 明了 : 

定理 OL[39] 如 果 存 在 某 一 点 r CR" ,使 得 T* flr) <, IA 

| TF | BLOCR") SEC | f | BMO(R”). 

J. Dziuba fski、G. Garrigós, T. Martinezs 等 在 文 [L12 |] 中 证 明了 ,如 
果 FE BMO, ,那么 Mf(zx) 是 几乎 处 处 有 限 的 ,而 且 ||] MF 1 ao <C 
ILF Il amo, . 

KERMARIA RY BLO 型 空间 BLO, ,类 
似 于 BMO, 的 定义 ,我 们 给 出 BLO, 定义 : 


定义 4.1.2 设 VE B,,g 宇 廊 , 称 一 个 局 部 可 积 函数 /属于 
BLO, ,如 果 存 在 常数 C0. EE 


| Fis) dd Fido 和 [| [Re | doe 
Bl) s B B, 


[B,] 
对 所 有 的 球 BOR", 以 及 B, =B, (x) :7 宇 p(x) 都 成 立 . 这 里 关键 


半径 p=. 我 们 记 If Il mo, 为 上 述 式 子 中 最 小 的 常数 C. 
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注 4.1.2:(a) 由 定义 ,显然 L” CBLO, CBLO fl L® CBLO, CC 
BMO, 成 立 ,并 且 有 
| f | mo G | f | BLO, 和 | f | BMO, <C | f | BLO, 成 立 . 
(b) 如 果 考 虑 的 是 非 负 可 测 函 数 f(y) 宇 0, 因 为 
1 
el Cf) —essinf f (9)) dy<C | ra 
所 以 有 fC BLO, 当 且 仅 当 
| (L(y) -essinf f(y) dy<C ATT =Í, FOdY<C 
IB \J s, | B,| 


对 所 有 的 球 B= Bies B,=B(z,r) tae 都 成 立 . 


$4.2 ”BLO 的 一 个 刻画 


下 面 我 们 来 考虑 这 样 定 义 的 BLO, 函数 是 否 合适 ? 比较 经 典 的 
BLO 函数 关于 BMO 的 刻画 (定理 L) ,我 们 也 建立 一 个 平行 于 定理 工 
的 BLO, 的 刻画 . FRE 4. 2. 1 说 明 这 样 定义 的 BLO, 空间 是 合理 
的 . 先 给 出 前 人 的 两 个 定理 作为 引 理 . C. Bennett 在 文 L35] 中 证 明了 

引 理 4.2.1L35] 设 任意 方 体 QCR" ,如果 FEBMO, M 


all M* F(z) dre || F || mo tessinfM* F(x), 
IQ\J Q Q 


其 中 < 是 一 个 只 和 维 数 有 关 的 常数 . 特别 ,如 果 MË F(x) 不 是 一 
致 为 无 穷 ,那么 M+ FEBLO, 并 且 
|| MË F || so<C || F || svo. 
那么 对 于 FE BMO, CBMO, 由 文 L12] 中 的 定理 5.1 和 引 理 4. 2. 
1 可 知 MË F(x) 不 是 处 处 为 无 穷 , 所 以 
|| MË F || xo <C || F || awo<C || F || pvo,. (4,2, 1) 
C. Bennett 在 文 [35 中 还 给 出 : 
引 理 4.2.2035] 一 个 局 部 可 积 函 数 f 属于 BLO 当量 仅 当 M* f 
一 f 属 于 L™. 而且 
| MË fF || oe = || F |l so- 
由 引 理 4.2.2 可 知 , 当 fe BLO, CBLO t, # M* f—fEeL° 


第 四 章 “与 薛 定 谓 算 子 相 关 的 BLO, 空间 45 


| M” f—f | 天 二 | F I sro SC | y | BLO, + (4,.2..2) 
我 们 关于 BLO, 的 刻画 定理 是 : 


定理 4.2.1 B VEB, >F 一 个 R" 上 的 局 部 可 积 函 数 了 属于 


BLO, 当 且 仅 当 存在 六 EL 和 FE BMO, 使 得 
f=M* F+h, (4.2, 5) 


并 且 


Il f ll wo, ~inf Cll F || amo, + IA lle), (4, 2.4) 

其 中 下 确 界 是 对 所 有 满足 (4. 2. DRRR FMh RH. 
证 明 : 如 果 fA. 2.3) 的 表达 式 ,那么 由 (4. 2.1) 式 可 知 M* FE 
BLO, 并 且 
| 


M* F | Bro SG | F | pmo XC | F | BMO, . 
根据 堆 尔 德 不 等 式 和 M? 的 有 界 性 ,我 们 有 ,对 任意 B=B， 
(x) :7 之 0CZ) 


1 
Tal, IM* FC) dys], |M* F(y) |?dy)? 
1 5 1 
<Cg | [FC [ayy eo | Fl sw - 
|B| B L 
由 BLO, 的 定义 可 得 
[MAF ll wo, <C ll Fl avo, . (4. 2. 5) 


由 于 hEL ”CBLO,, 所 以 f€ BLO,，, 并 且 由 (4. 2.5) 式 得 
Il fll wo, S || MË F || wo, + lhl so SCC Fl avo, + Ih Ile) 
(4, 2. 6) 


因此 ,对 (4. 2. 6) 表 达 式 取 下 确 界 可 得 

I J I BLO, <Cinf ( I F | BMO, cine | h | iw). (4.2.7) 
反 过 来 ,如 果 fC BLO, CBMO, ,由 文 [12] 和 (4. 2.2) 可 知 MË f 
是 几乎 处 处 有 限 的 ,并 且 函 数 f(x) 一 M* f(x) 是 本 性 有 界 的 . 因此 
f=M* f+(f 一 M* P. S F=f,h=f—MË 就 得 到 (4. 2. 3) 式 . 进 
而 由 于 


wy 


(a 


| F | BMO, ga | h | po | f | BMO, T | f—M* f | L” <C I f 
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| BLO, ?9 


和 (4. 2.7) 式 ,可 以 得 到 (4. 2.4) 式 ,证 毕 . 


$4.3 与 具有 反 霍 尔 德 势 的 薛 定 请 算 子 的 极 天 
Riesz 变换 的 BLO, 估计 


我 们 下 面 考虑 与 具有 反 霍 尔 德 势 的 薛 定 廖 算 子 的 极 大 Riesz 变换 
是 从 BMO, 到 BLO, AFW. 设 与 具有 反 霍 尔 德 势 的 薛 定 请 算 子 的 
Riesz 变换 为 : 


9 1 


RiL = L 3,j=1,2,.,n. 


Ix; 
记 它 的 核 为 Kj (x.y). 
我 们 考虑 由 薛 定 雇 算 子 决 定 的 极 大 Riesz 变换 为 : 


R}* f(x) =sup| | 区 K: (aw fCy)dy|. 


ny = 


5 i 9 ei a i 
设 经 典 的 Riesz AR He R = C A) E m 15.2 9 9 7. 记 它 的 核 


IX; 
为 开 ;(CZz 一 y)， 记 经 典 的 极 大 Riesz 变换 为 : 
R? f(x) =sup| | = 
由 于 VE B, FETE qo 之 n, 使 得 VE B,,. Z. Shen 在 文 [7j 中 证 明了 ， 
如 果 VEB,,R! 是 Calderon-Zygmund 算 子 . 
引 理 4.3.1[7] 当 VEB,,Ki(j 二 1,2,…,n) 是 Calder6n-Zyg- 
mund 核 ,满足 : 


_ K ,(a—y) f(y) dy]. 


Kinse (4.3.1) 
ee! 
L L Clal* 
Ky Gor hog | Bp Coy) |S pra (4, 3..2) 
7 Cla]? 
j (æy Th) R Crs) | T (4. 3. 3) 


Jop ja <2 lm p= 1 — 2 0, AE TAE 
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二 0 ,存在 C, 二 0 使 得 成 立 
|K! Cey) |< = Fi STA (4.3.4) 
Se" a 
(x) 
和 
G gealy, (4.3.5) 


| Ki (zy) —Kj(a—-y) |< 
g= p(x) 


这 里 6 一 2 一 六 本章 的 主要 定理 为 ; 
定理 4.3.1 当 VEB,, 极 大 Reisz 变换 RI* (jj 二 1,2,…,n) 是 从 
BMO, 到 BLO, 有 界 的 ,并 且 对 于 任意 fC BMO, ,存在 C>0, MOT 
I Ri * f | BLO, =C || f || BMO, 。 
证 明 : 设 fE BMO, (R"),B 一 B(xo,7). 先 考虑 r 宇 p(xzo) 的 情况 . 


可 以 记 
J= Jye + fyce* =fi+ fz; 
BY Æ BEO 2 PGK. AFR ELS CR") EAR. RA 


FN 


工 
2 


all Bit fi@dr <(ay] IRI fı Cæ) |?dx) 


|B| 
C 


<C || f I, BMO, « 
设 ze B. 根据 引 理 l. l ol(x)<Cr. A B? = B(x P2 
计 式 (4. 3. 4) ,我 们 可 以 得 到 
| 
(By 


). 32 Hh 


| Ki (x,y) fo Cy) | dy 
z Ja a (KE Ce) fO) dy 
k= 


ptr” B, 


‘oats = Ifo) dy 


i 
<C>)? LFA mo 
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ai 


TÆ 
an Ky *f,(x)dz<C F || BMO, (4.3.6) 

上 述 讨论 表明 Ri 在 空间 BMO,(R") 上 是 良 定 的 ,这 不 同 于 经 典 
Riesz 变换 及 ;在 空间 BMOCR") EWS PER. 

考虑 ”过 oCzo) 的 情况 ,我 们 令 

f= fye + fy? ys = fi + fF, 
其 中 BË = B(x ,2p(xo)). EBB VTCB.A p(x) ~plx). 类似 
与 (4. 3.6) ,我 们 有 

ray) RPT LE @Ode< Fl a, 

由 注 4. 1.1(b) ,我 们 只 是 需要 证 明 


ol PRST (x)dx<C || f | BMO, FessinfRj* f(x). 


(4. 3.7) 
显然 
ce Ry * fF (wde<r pr] p [Ri* fË Co) — RF fF (x) de 


+l Rift Gr) da. 
设 XEB 以 及 Bi 一 B(x,2: “p(xo)),k 一 0,1,2,…. 注意 到 p(x) 
~p(zo) ,显然 有 | CIF Ilo, ,因为 
|fe a T fs ISC] fll avo» 
我 们 有 
|fe., (SCAD | fl ao ， 


于 是 
ii, | f(x) |d2<CR+D | Baal | fll avo, . 
由 估计 式 (4. 3. 5) ,我 们 可 得 


[Ri'* fË (a) — RF fi wl<| | Ki (xsy)— Ki(z—y) || FO) 
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| dy 
< LCa =K 
D Be gay |K; (sy) — K; 
—y) | f(y) |dy 
I 1 
< “| 
22 On a, Ifo) 
dy 
LOF Gr | F Il avo, 
k=0 
<C || f || svo, . 
FE 
Tall [Ry * fF Co) — RF fË (x) |dæ<C || f || awo,. (4.3. 8) 
剩 下 只 需 证 明 
ml Rj fi (a) dx<C || f || smo, t+essinf Ry'* f (x) 
(4.3.9) 


ix Bi =B Gay 5 2" "ola k= 012, akin T hy ii FE 2 % 1 


olto) Kr <27" p(x). W 


i =q = a ) Yong +F =fg ) Yoong» + faz 


=F. Hfi + fis. 
由 RE 的 核 的 消失 条 件 ,可 知 
Rj fi3=0. 
因为 RY ZEL? COR LAR. RNA 


ji kg i 
re R; faa Garda S ae Re fi Ca) |? da? 


Snr G pe f fË Co Suz 


| 2BE | 
<C || f || svo. 


(4. 3.10) 


1 
|? dx? 


(4. 3.11) 


由 于 Ry * 了 (x) 之 0, 故 essinf Rj* 了 (x) 存在 .对 于 任何 > 0, FETE 


x, EB, 使 得 成 立 
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Ry" fa) Sessinf Ri * f(r) Fe (4, 3. 12) 
任意 取 EB, RIA 
RY iD) SRF (fis) x) — RY Ga Ca) | FR} Gi) a). 
(4. 3. 13) 
另 一 方面 由 天 的 定义 和 其 核 的 消失 条 件 ,可 以 得 到 


RY (fiod(a)=suplf Ky C9) Cf Cy)— fag) 


yma [>t 


Xone Cy) dy| 


=sup| Í Ke — FFD 
|y—z |>max (1,32 “0 p(x) 


t>0 


=f ) Yong Cy) dy| 


<supl Í Be wi oe 
(yz |>max (4,32 "0 pleg) 


1>0 


— fog ) dy | + sup | | - 
ý 一 0 | ya, |>max (1,32 0 p(x0)) 
ae PES ei Co) fap ) Yong Cy) dy | 


—k 52k 
22 *0 play )<|y— ay |<2" “0 play) 


ZR Gato] 


|K; æ =y) Il FO — fag ldy 
C 
(2 play)" 
| a, FO Fag ldy 
yl “0 play) 0 


SRY ICR IC | F || gi: 
类 似 于 (4. 3.6) 和 (4. 3. 8) 的 证 明 ,我 们 有 
Re CFF (x) 


=sup| | a. K,(x— y) ff (dy 


= R CFI Cm 4 


~ 的 
Ve 
je 


| acer Ki (aay) fD dyl HR * Ce) 


<supl| [KED ODK GW Jy| HR* f) 
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<supl[ IK; my) =K! (a9) ft dy 


十 sup | KY Ge DF Dr CPdy| FRE fæ) 
<C | f | BMO, HRP" fla ). 


所 以 由 (4. 3.10), (4.3.11), (4. 3. 12) F0 C4. 3. 13) ,我 们 只 需 证 明 
式 (4. 3.15) 就 可 以 得 到 (4. 3.9). 


RY (fie) DSR} (fin) CHO | EC F Il svo, - (4, 3.14) 
事实 上 我 们 只 需 证 明 对 于 任何 EB, R 

RF fiz) SRF (fiz) [<C | fl avo, . (4. 3.15) 
因为 


Rj (fig) (a) — RF (fi,s) Cro) | 


‘ee K; (2) —y)— K;(a—y) || fie) | dy 
(2B; ) 
Tsup of ,je |K; æy) || fiz) | dy 
T SUP >o E achat |K; (ay) I fiz | dy 
二 了 十 了 十 了 J. 
AHAM K aK w | ER | EL te ig 
用 霍 尔 德 不 等 式 ,我 们 得 到 
ko ) 一 工 
neds |, _ IKK; ay) | ff GO) — fog ldy 


Be /Bet+1 
+1 fog || a KK; ay) dy 


ky 


= 
ey = - cae (IFO) faz | | faz faz |) dy 


Ch +1) 2% | f | BMO, 
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kyl 


<0) Cko —R+1)2** || F ll smo +C Il Ff |l BMO, 


<C || f Il avo, - 
对 于 I, ’ = D E ,我 们 有 


sop| eye pep EET) fy) I dy 


t>0 y— Xo 


<sup| agente |K;(x2—y) || ay far I yong 9 dy 


st 


tsup] ae KA) I frar O dy 


1 
aa = | fo | dg oe 
<| yal <+ 40 pro | xz—y | ko 


a | fxe’ ye Cy) |dy 


” 
| | TE | 


<cr*] If) fa [dy +r" 


i ye “0 pl ey) 2p ay) <ly— ay |<2e 


= Ē ee — b 
IFO ldy+C Il fll mo noc) P G 


ga~] IFO) fs [dy +C | f | BMO, +C || f Il smo 


YX |<2t 


S ee he yy eee ee 
| | i kaye 


<C || F I| avo, arni [Fe |} 


<C |I f Il svo, » 
其 中 B,= 二 B(x ,22). 
当 1 之 2%p(xo) 时 ,显然 有 ,了 T 二 0. 这 样 我 们 得 到 
L<C || f || svo, - 
MF 1, ET SEE LI eS A. FT TT 
估计 ,我们 得 到 式 (4. 3. 15) 成 立 . 
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由 前 面 讨 论 可 知 


i 
|B| 


由 上 式 和 < 的 任意 性 ,可 以 得 到 (4. 3.9), 从 而 由 定义 4.1.2 后 的 
注 4.1.2(b) 可 得 : 
Ri" Ff Il so, SC || Fl avo, . 
定理 4. 3. 1 得 到 证 明 . 


| R} fi Cr)dr Cl f || ao tessinfR}* f(x) +e 
B 3 


第 五 章 WMH REBATF REN 
算 子 的 L Eit 


$5.1 引言 


前 面 两 章 我 们 研究 的 是 与 时 间 无 关 的 椭圆 型 的 薛 定 雇 算 子 一 A 十 
V. 与 时 间 有 关 的 抛物 型 偏 微分 方程 是 一 类 重要 的 方程 ,相应 具有 反 和 霍 
尔 德 类 势 的 抛物 型 薛 定 谓 算 子 是 2 一 A 十 ,其 中 立 属 于 反 霍 尔 德 类 . 
9, 一 A 十 V 所 在 的 底 空间 是 具有 抛物 度量 的 空间 R” XLo, T] 
R” .其 中 的 度量 为 : 
oC Ct), Cy ,5s))=max {Ix’—y’|,|t—s|3}, 
Cx Dy, E R" XCO, TIR”). 
JEL LA ae HSL AAH RA 0 ERSAT 
上 是 有 意义 的 事情 . 这 里 ,我 们 考虑 的 是 有 限时 域 的 抛物 型 空间 R” X 
LOT]. 其 中 R" 是 维 欧 氏 空间 ,了 是 有 限 实数 . 我 们 这 里 还 定义 以 r= 
Cx ,DE R"X[L0, 了 为 中 心 .以 7 为 半径 的 抛物 型 球体 为 BCr,7) 二 人 y 
= fy! ,dE R X[0, T]: |x =y |< stl Be AKG, 
Err i 
ERRER , RME E AREE ETEN: 


9 
PP 一 太一 AT — R*X([0,T],n>3, (5. 1, 1) 
s a” 9? 3? P 
这 里 A Ia? | 57 | ony | ga = Ct ym n) E RY 
Gi ee OX n 


(zx') 是 一 个 与 变量 t 无关 的 非 负 势 函数 . 我 们 将 假定 V ETRE RH 


. n 3 be Fie NET TE. | —1 
类 B,, 其 中 Lm 我 们 关注 于 算 子 V (35 ATTY) 的 
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L'ATE. 
我 们 运用 Z. be 


定理 5.1.1 设 对 于 某 个 满足 q> Rl DHJ q, VEB, W 
当 1l<p<q 时 ,有 下 式 成 立 . 


i. ee uss A 
|l VA TATV) "F ll gee || F ll as (5.1.1) 
a 9 9 / / / a 
这 里 了 = (gr Sack reog) = (a repos. ot) E R” Cpi 


与 pn、T 和 式 (2.1.2) 中 的 常数 有 关 . 
在 本 章 中 ,除非 特别 声明 ,我们 将 用 C 和 * 表示 常数 ,它们 不 必 在 
每 行 是 一 样 的 ,而 且 至 多 与 式 子 (2. 1.2) 中 的 常数 和 维 数 n 有 关 . 我 们 


用 A 一 如 表示 存在 常数 C 盖 0 和 c> 使 得 <Â. 


5.2 辅助 函数 mm &’,Vv ) 


TEAS TS BUN EBLE ME >z Teas 7)aVE Bp 


根据 第 二 章 第 一 节 性 质 二 ,VE B,,o>1 草 含 着 VCz')dz' 是 一 个 


双 倍 测度 , 见 (2. 1. 2). BEE, MR VEB, q4>1, 那么 V 还 是 个 
MuckenhouptA.. $ ma. 〈( 见 146 D) 


引 理 5.2.1 存在 C>0 使 得 对 于 0<r<R<co,0<a< 了 了， 


S| ae Vor dy <c(2y Fae VO Dds’, 
Bsr) r B(x’, R) 


(5.2. 1) 
证 明 : 根 据 霍 尔 德 不 等 式 和 式 (2. 1. 2) ,容易 得 到 


Pl) ddy <S 7a ‘| BQ!) Vey) dy | i 


R 2 1 
= (5 )° | B-B — 


[Bx ene 
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1 
zi 


IV [tay } 


Rag pat- 
< ( FE ) { [BCz sr) | We 
IVON dy"). 


因此 我 们 可 以 得 到 


il / / R -za 1 / / 
<C(—)! 一 一 一 
| wa )dy SC( r ) pl wig Y ddy» 


根据 引 理 5. 2. 1 和 假设 >z ,我 们 可 以 得 到 :对 于 任意 x ER’, 


lim | Vy d= (5. 2. 2) 
r Birr) 
以 及 


lim | = VONdy =o, (5.2.3) 
Bix sr) 


本 章 我 们 给 出 与 第 二 章 稍微 不 同 的 辅助 函数 和 它 的 性 质 . 
定义 5.2.1 设 x ER”, 辅助 函数 mx(x ,让 定义 如 下 


1 = 1 / / 
nie sup { r=] para )dy <1). (Be 4) 


对 于 定义 5. 2. 1 中 定义 的 辅助 函数 与 第 一 章 中 的 辅助 函数 有 类 似 
的 性 质 : 


如 果 r= 


1 
一 -一 一 一 , 咱 
m2’ ,V) ' 则 


+f sets VNS (5. 2.5) 
事实 上 ,如 果 存 在 A 过 1 使 得 

seal Viy )dy =A<1 

r B(x’ yr) 


成 立 ,根据 绝对 连续 性 , 则 存在 r >r 使 得 
-| Wy’) dy’ =A+e<1. 
) 


B(x sr 


PRE ”抛物 型 薛 定 请 算 子 决定 的 算 子 的 Lit 57 


这 就 与 条 件 r= ma Wy E. 
ee 
1 / / 1 
~ (oe aia , 贝 i a ee 
根据 引 理 5. 2.1, AnA i aie Y vay LW r m(x ,V) 


下 面 的 引 理 是 非常 有 用 的 ， 
引 理 5.2.2 存在 常数 C>0,c>0 A ky > 0, EMF x’ ER" 


G 


(a)m(a’ .V)~my' V), |z —y di po v’ 


mly VKC |x — y |m VV) omr V); 


CERA amika aV = 


{1+ |’ —y" [mr oY) I 


Em & r~—— i | x’ — | <Cr, T Vide’ BT 
m(x ,V) 


音 测 度 ， 
VzEBCz7) ,|z 一 y |< 2/2’ | 二 |zx—y |<Cr, 
那么 B(x ,r)CB(Cy Cr). 因此 
| Viz" )de’<| V(2')de"<c| vee ae, 
Be wr) Bly ,Cr) BCy sr) 
类 似 的 ,我 们 可 以 得 到 
| Viz! )de’<C| Vie de. 
Byr) f 


Xar, 


于 是 
起 | Ved ~ | vaz=1 
r Bey sr) Ww 

由 此 推出 
my 一 二 一 mr， 


要 证 明 (b) ,假设 |y 一 x | ~r, jL. E <r <r 和 2 一 27. 那 
么 根据 引 理 5 2 1. 
| ,Voda Sc)"| ,Ve ) de 

BOY sn) BO, 2r) 
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geai] Vz de! 


Boy’ ,277r) 


<ceanm| ve de 


BL ,2’r) 


SC | Var! 


<C(2' ae yea g 


那么 E= r<Ci ir, RK CI 足够 大 ,因为 了 一 24>>0， 


f Viz de CT E 
ri Boy sry) rs 
ea 
Sci 2 
本 24 E 
= Jent 7 2a) j 
=C2Z (oF j Ci 


n 


A taf ag 
< (2G) (5) 


—2a 


(22 “Cr = 


I 


L 
T 
因此 ,根据 定义 5.2.1 有 


.= 
m(y V) 


由 此 推出 
mly V) SC mla ,V) = (2i) 25 m(x 'V)= (2 P) 


>r. 


] gG 


<C{1+ |r — y [mlx VV) } 2S m(x, V) 


ma V) 


=C{1+ |x —y |m(2’ V) m(x, V), ko =log G. 


最 后 我 们 来 证 明 (c). 我 们 可 以 假定 


1 
7 / > 
a Ler Vy 


否则 容易 可 由 (a) 得 到 同样 的 结果 . 
根据 (b) 


|x 
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mx’ ,V)<C{1+|2’—y' [my V) my’, VI<KCl| az’ y 
| £o my V) t, 
TE 


Cm(a' Wn, Cm(x’ V) 
Ry ES / / De 
Ja’ — y |n" {1+ |2’—y' |m(2’ ,V) oF 


my’ ,V)=> 


证 明 完 成 . 
根据 引 理 5. 2. 2 ,我 们 有 
推论 5.2.1 存在 常数 C>0,c>>0 和 久之 0, 使 得 对 于 任意 zy 
EGR" 有 
cill y my VAKI r y mlr V) 
<C{1+ |r — y |my’,V) ot 


(5.2. 6) 
证 明 :根据 引 理 5.2.2 的 Cc) 
m(a’ ,V)> Geils) F 
{I+ |2’—y' |m(y V) aa 
_ Cm(y’ NINA | 2’ =y |mCy’.V) 57 
1+] — y my V) i 
因此 
c{1t+|2’—y' my V) ea 
m(x V) | w £ / _m(x ,V) | j / / 
yl E Y my Mar yt ee 


V) 
«C1 [x — y [m(x ,V)} ea +C|z — y |m(zx’ V) 


ko / / / 
rset VW} zz 一 yz 过] 
< 


CORA 二 1)|z—y mlr, V) |£ — y lmlz Vl 
<C{1+ |r — y [m(x VY}. 
运用 霍 尔 德 不 等 式 和 B, 条 件 ,我 们 可 以 得 到 ， 


| 一 一 一 ds | VCy dy’. (5.2.7) 
到 (元 ,RY |æ y | R B(x, R) 


60 BE RBR RB 0 IGF 


(5, 2.7) 式 是 基于 以 下 事实 ， 
| Vly ) dy’ 


B(x, R) | x —y | n—2a 


<{J og VOA "(| 


Ba,R) [zx y [oo 


/ pl 1 $ lá j n—1+(n—2a)q 7 
< IB Bl 1) yp VOAL dr) 


=c i| ,VO dy Ri Re} 
R B(x, R) 


=C Re =a na T Jay a 


Hp Eg’ (n—2a)<n, AW are 


JE (sh, WR VE B, WA VEB. 进而 可 以 得 到 

| dy <I Vivid’, (AB) 
swm |x —y |" 4 R’ tK 

引 理 5.2.3 存在 常数 C>0 M k >0, (HEY Rmx, V) <1., 0) 


zol Viy"dy’<C{Rm(x' VO (5.2.9) 
R Bia’ ,R) 


假定 ríIR<2 r, JO. 那么 根据 双 售 条 


| 
证 明 : 设 > ma ove 


(1.2.1), 
| V Yay <a | V Cy) dy =r, 
B(x’, R) Ba’ sr) 


由 此 推出 
at 
- d 
al Cx wy rey 
n—2a 
<an <C, (C2 
R (2a—n) + log ,Co 


= (0zi a n) gjlog oC 0 <c> anes 
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=CCRm(2" ,V)) 282% tn, 
我 们 用 一 个 C. Fefferman 和 D. H. Phong @ KAY 5| FA 48 | BR RIX 


i EEF TT HL A RE EPS NV 的 基本 解 的 估计 中 起 


关键 作用 . 
引 理 5.2.4 ulr) ECI(R"X[0,T]), 则 


| ux) mlx, V)’ dx 
R”X[0,T] 


<c{| | Futa) jdz 十 | wm)2VCz)dz)， 
R” X[0,T] R” X[0,T] 


引 理 5.2.4 的 证 明 容 易 由 文 [7] 中 的 引 理 2. 5 得 到 
85.3 基本 解 的 估计 


本 节 我 们 致力 于 抛物 度量 空间 民 "X[0,T] 上 的 算 子 艺 一 A+V 的 


基本 解 的 估计 . 从 现在 开始 ,我 们 用 (09<w< 言 ) 来 代替 上 一 节 中 的 
a, 那么 上 一 节 的 结果 仍然 成 立 . 
本 节 我 们 总 假定 对 于 某 个 >z (0<p<s ) VEB, 


首先 ,我 们 将 证 明 抛 物 型 的 Cacciopoli 型 不 等 式 . 
引 理 5.3.1 (抛物 型 的 Cacciopoli 型 不 等 式 ) 


假设 区 — Aut+Vu =0 在 BCz,r) 上 成 立 , 则 


|  IVuldy+f | Vialtdy<S] 
Ble, 7/2) Boa.r/2) Yr BC 


对 任意 r>0 都 成 立 . 
证 明 : 选 取 $C(y) CCS (BC(rx,7)) ,使 得 


$(y)=1 yE B(x. >) |G) <1, 


|u|? dy (5.3 1) 
) 


ror 


并 且 
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a al 
FO sr- a I HOKE, 


方程 两 边 乘 Pu FEE Bor) EL BY . 运用 分 部 积分 公式 ,我 们 得 
到 


2 9 2 
| Su Sudy—| #uAudy+ | u’ Vdy=0. 
B(ax.r) as B(x,r) B(x,r) 
因为 


2 2 =Í | ; du | , 
| u zu dy ell eaten u ad 
= © age 
Ted Is-tl<r gs Zeg u)ds ]dy 


39 es 2 
ee 207) = 2 OG | 
a| BEE) fu ast dy - “ age 
因此 


9 a @ 
| fu —udy= =| bu’ — ody. 
Ban as Bað as 
那么 


— pu e #uAudy+ | u’ Vdy 
Br Blass 


2 a 2 
B(x,7) eS T stl < [f P wyvo]a+| P a vag 


io 
a 
Sli 
a 


wv bdy+] Vu. Yw dyt | 8 uwVdy 
Blayr) B(x,r) 


B(x,7) 


itil $Vu + (us dy+| | 
B(xsr) Blx.r) 


Blayr) 
#dy+] gu’ Vdy 
Boas) 


=0. 
因此 ,我 们 有 


[ Val lglday+| 11? ul Vay 
B(x,r) Born) 


a 
<| ,slesldyt2)|  |$Vu || urldy 
B(x,r) ds 


B(x,r) 
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< [Plu | 了 


B(x,r) 


|dy+2( a we dy)" (2 加 
uvglsdy) 


2 9 1 2 2 
< lgl x’ |l $$ lay t+ f $l | Vul?dy+2f 
Bor) ds Box.) BC 


ul’ | Vl? dy. 
因此 


oul lgldyt| $l? lul? Vay 


212 
<2| l$l al lEsldyt4f lal? véltdy, 
B(x,r) dS B(z.r) 


K g* Sro 
因为 在 Bx, 名 ) 上 $3) 二 1 并 且 |#(3)1<1， Tso [<c al 


glial 


SHC) |Our Pe 我 们 得 到 
4 ii. a P 
|  IVuldy+f Viultdy< SJ lulav. 
B(x,r/2) BCayr/2) r BCasr) 


从 以 上 证 明 RIEBE BU AS HEAD AL. BATT AT DY (0< 


1) 代替 方 , 引 理 5. 3. 1 及 其 证 明 仍然 成 立 . 


Bes 


引 理 5.3.2 假设 7“ AutVu=0 在 球 Blo, 2R) EXPE xo 


= (ao st) E a eae Rm x’) ,V) 1 成 立 , 则 
sup {|u(a)|:2€ Bla .R)} 
E (a| se oe O l) 
对 于 任何 整数 RO 都 成 立 , 其 中 CARR F kan 和 式 子 (2.1.2) 
中 的 常数 . 
证 明 :首先 ,根据 文 L13] 中 第 六 章 的 定理 1.2, 我 们 有 


sup{ lux) |: xEBCaxys PIC aI | 


Juy) | dy) 7 


3 
B(x +R) 
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现在 设 O E CT (Bay SR) ,使 得 在 Bla R L969) =1 ,并 


HOLLA] VO LE. AF RR wy 运用 引 理 5. 3. 1 ,我 们 得 到 
| ml NY late) | da 
Box, .R) 
m(x, V)’ | qul’ dx 
Blay +R) 


<| m(x’, V)’ | nul? dx 
[0.7] 


<c{| X[L0,T] | y Cagea dz+| R” X[0,T] |e | Vdz) 
<c t| vultde+2| 
C1) y w” eae Bay +R) 17Y7 ll u Vu | dz + 
| ; |V ql? luldæ+ Í u’ Vda} 
Bon hy) Boxy ,3R) 


=| =| 
< a o = 
ecf Bay $ R) Bi iera Blarg +R) |u | TENET ga Blay ,3R) 
lzledz 十 | cil Vdr) 
BCzo ,wR) 
C TE. 
sej] |Vultdet+ =| jul?de? | |Vul? 
Bay +R) R J Be ,3R) BCz ÈR) 
aly C 2 2 
dx? +5 — jul?da+ , u Vda) 
R’) Bs ,3R) BCzl +R) 
sal | |Vultde+| wVde+ S| lul dz) 
Bay FR) (ay $R KR’) Ber, 2R) 
可 
< dz. 
SR? Bla ,2R) La a 


最 后 的 不 等 式 运用 了 抛物 型 的 Cacciopoli 不等式 .根据 引 理 5. 2. 2 
中 的 (c) ,对 于 zEBCz,R) RTA 
Cm’, V) = Cm(a’.V) 
{1+ |2’— 2" me VD) (HRM, V) en 
因为 Rm(xo,V) 宇 1, 由 此 推出 


ma’ VW 
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| |u|? dz =| mla VY — rr lul dz 
Blag +R) Blay +R) mx VY 


0? 


(十 Rom Da 
< 7 
mlo V) 


f m(x, VX |ul? 
Blag ,2R) 


dx 
z 2ko 
C11 +#Rm(xo | | 12d 
= Rmx» VY Bay ,2R) Š S 
= g | |u|? dx. 
{1 十 Rm(zxo V) noT B(xo ,2R) 
显然 ,通过 重复 上 述 讨论 ,我们 有 


< 


C 
2dr L 4 | ; 
Vee di | darag, {1+Rm(zxo ,V))) Boe.28) [ul dæ, Yh> 
0. 
因此 
TER) E 
sup{ | ulr) | :x EBCo RISC | sen dis lul’dy) 2 
Cy 1 
S {1+Rm(a'.V)}* { Rr? 


al 
| jul?dy}*. 
Blag ,2R) 


` if / 3 上 > HB 9 
设 PCz' ny ,5 表示 为 抛物 型 薛 定 请 算 子 六 一 合十 V 的 基本 解 


因为 V 宇 0 和 VEL 攻 ,众所周知 ( 见 [50]) ， 
C 


V2’ sy ER 一 去 工 
lisle =y | 


Ta’ ,t;y S) = 
C5, 3 BD 
这 里 常数 C 仅 与 维 数 有关. 


由 于 VE Baki eH VE B, ,其 中 某 个 >z 下 面 的 定理 来 自 于 引 


理 5. 3.2 和 式 子 (5. 3. 5). 
定理 5.3.1 WVEBs MAM FER ry ER" 0OSs<t< 
T, 有 


66 RE RRA BEAT 


Cy 
{1l+m(zx’ ,Vz y |} 


=se y | (5.3. 6) 
其 中 C 是 一 个 仅 与 2、& 和 式 子 (1.1.2) 中 的 常数 有 关 的 常数 . 
一 和 <4)" 
{1+ >Rm(2',V)}! 
成 立 . 
因此 ,对 于 任意 R 宇 Ri ,根据 引 理 5. 3. 2 ,我 们 有 
sup(|u(x) | :x€E BCs RD) 


= at 3 ; of x 3 nt+2/ Bin y} 
{1 z Rmx »V)} (ZR) a 
£ 1 TI: 
K 3 Bl 。 ap [#1 d)" 
1 十 二 Rm(zxo’ ,V) Torz 
2 


G 1 = 
! 3 / [| a 2R)/ B(x ig, ee)” 
{1-5 Rm(zo sV” Fo A tara 


ZX const | whe) hee Ba ŠR) 


2 
Cr 1 r i 
l 3 | / igal BC, ,2R)/ Bizy ZR) |u|" dy} ; 
UEF Rm (x0 sv)" i ee Pag 
Cr 1 ; 4 
< 3 [aaa], SS ities ie lul dy) . 
UFS Rm(zo VY 人 


LMF Say SR ,根据 式 子 (5. 3. 5) ,我 们 有 


T(x’ is) 


sup{|T(z riy s)| :z= (2 sr) EB, - la—yl|)} 
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C, { | 
< rl | 8 a ee 
(+3 ym, V}! la y| Flys Ssl 


Ie! sey) l dz}? 

S {1+ Cena, 人 =a late tate rt}<Q|2—yl)? 
Tae] 人 (J Bh a—yl<|e—2'|<2le—y ware} 
Soe Sor T nes ye 1} 

rl s 
A : | 5 f zl niana FT 
zle Ty le 
Te 2 la—yl}* l> sl” = | 
I PP aA 


倒数 第 二 个 不 等 式 用 到 了 下 面 的 事实 : 


Tl s| (Fl | | Sl es 
<|c—t|+|t—-s|<5|a—y|? 
All 
7 |e y|=|z—z |—|y—zx’ slzy | 
sea’ |-+ |g a’ |e leg, 
如 果 R<R ,我 们 有 
sop! (ate) tS Bm SR 


2 
<sup{ |ulx) | :x E€ Blay ,RD ) 


Gy 1 


r E 
OHËR ma’ ,VY (Ri J BCzo .2R,)/BCx, 2R) 


jul?dy}? 
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Ge 1 2 T 
i 3 / (Re BC, .2R,)/BCa Sn |! ay) i 
(1+ FRm(zo a We et 


HH ley KR =S|2—y| Fh = GD ,5 一 (913), 
类 似 的 ,我 们 能 够 得 到 
/ / C, 1 
sty oS < 7 7 7 = = — eA ae 
POSES 9ST Ga We 9 1 les leo 
C, 
{1+m(2’,V)|2’—y’ |} 


< 


1 


[emalt my |e 


这 样 就 证 明了 定理 5. 3. 1. 


$5.4 定理 5.1.1 的 证 明 


本 节 我 们 要 完成 定理 5. 1. 1 的 证 明 . 首先 ,我 们 给 出 下 面 的 定理 

定理 5.4.1 BMI >g O<p< VEB, 那么 对 于 1<p 
<q RITA 

IV-A fl eC, Ifi, G.4.1) 


其 中 常数 CM nT MAF (2.1. DPW HAMAR. 
证 明 : 设 f€EL*(R"X[0,T])， 1x<p<¢.Wk& 


u(x) =u(2’ ,1) =| | PO sty ,5) f(y ,s)dy ds. 


记 
ula’ st) 
= [| i oping D(x" sti y ss) fy" dy ds 
FI l [| a Pastiy 48) fy ss) dy" ds 


=m (r t) Hu (r st), 
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1 
其 中 mx VY 


根据 反 霍 尔 德 类 B, WEE MEE qg >q: VEB, ,所 以 我 们 有 
mie =| [| pe Po sd | oe dy] 
és 
SC] SLY yaaa Oas Ja) 
2 aal pe Pe "J 


1 
7 FG") |o dy’ dsa ， 


1 
+ 
10 


t 
s pyel f= sles 
<Cr It 人 do 
0 入 一 


中 我 们 用 到 了 霍 尔 德 不 等 式 和 下 面 这 个 事实 AT 


NH 


N 


we 
aa 


| | Wee, Ca? yz) | dade 

0 R” 
T t 

<c| | Via’ )® | | LFO) |" dy ds) de’de 
0J R” 0 yr |<r 


T 是 
<c| | FG 16 (| | pV SE Im mi VY 
P a yy ar 


paT] da’ de) dy ds. 


FE aah 1 l j i 1 yi 1 pa 
BRS NT Sy lee ae y 


T 
f | Via") m(x, V) too dr’ dt 

s [sy—z |<r 
T 
<| £9 1401 af 


206 1 | / do fa do 
<CR*™ | (TERY PE )) da | 


Via’) mly, V) da’ 
R 


ya’ |< 


2p 1 / /、go 
<CR” (| sce, OO IER 
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1 f a 
E aA EE 5 
| Wr = dx | 
C 


T T 
| [a Ve rma" oleda’aese] | ,fay dC Ag, 
0 R 0 R To 
接 下 来 ,根据 式 子 (5. 2. 7) 
$ 
i he |V u Ca’ ,t) | da’ de 


al elie Viz’) (|. | Pa | a ds) dx’ de 
y= <r | 二 s |" |z — 可 = 
e| Wa |fCy ,3)| ale re] Vr de’) dy'ds 
|t—s|' EE E ae | 
<f. iS FO ,5) | ( = f TEN: VCzr )dz )dy ds 


二 C | fl us 
所 以 ,根据 内 插 定 理 得 到 
| Vui | »<C, Il fll p IKS. 
要 完成 证 明 ,根据 定理 5. 3. 3 和 堆 尔 德 不 等 式 


(y's) | į 
0 < Pi / / 一 S 
PACA t)| <c| ‘| pitts atz =y Tima Wy li—s|# Ja =y fe zdy ds 


IN 


1 TE 
l i a ey ae oe ee) 


| f(y’) |? 
x{| ee zr{l |x —y [mlx V) Yý lt s|4 |x — y |" dy ds) 


>l- 


IN 


=p 1 ? i 
d | yx mr V |g” y | dy ) 
t E i 
á d | 4 7 fy aa =r dy ds) P 
0 


Fari >r {l+ |z =y [m(x Vs |£ — y |” 2p 


ca 1 
[Ga | | 和 


| fy")? raat 
xJ wais 1+ e —y aa V 本 ds) 
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去 Ce 
FO]? / + 
x 7 7 了 7 Fina s)? ’ 
| Bw (1+ | a’ y ma Vg | |" zdy ds) 
H 中 1<p<q 以 及 r= a sy 这 样 


. 
ital IVez u(x,t) |? dex’ dt 
0 R” 


T 
sel | IA 
0 R 


ae PUTO OD ap V(x’) |? 
A (| | Fest / | Tin- ia 
gai {1+|2'—y [mm yO es | —y m 


dz de} dy'ds, 


这 里 


|] EC OGD =D Vix’) |? 
sd’ Iyer LP Iz — y |m(x V) bk |t—s|* |’ —y|" 


T O= 
=| 和 
s les" 
x| |V] 
i-em Car VOP {1H |x — y ma V |e ay 


da’ dt 


/ 
7 [7 dz . 


现在 考虑 第 二 个 积分 . ME y ER R= ory ,根据 引 理 


5. 2. 3(b) 和 推论 5. 2.4, 我 们 有 
| |V|? 
yzlzr M(x VE D(z — y [m V Y ae’ — y | 


da’ 
Via’) |? ; 
<c| | ee 
S edie VE D(z y mle SV) ee |’ a! | 
[Ve 
= cj |y —x >R / 2 sp—1) jy EOE ee 
3 ai my pV ee {1+|z—y |mCy V)? ott la —y |" M 
dx’ 
> Vie’) |? 
<c>i | eee tl _ 
有 > Hira djer ROP {1Ha =y R |y | 


j=l 
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dx’ 
x |V|? / 
<C - - - - 
af 之 | i ler<|y—2'|<zicr R OTP {27-1 C}4 [CR 
Si [Vex yl? 4 
<C acre | ai-tor<|y—2' Lcr 221 2” RT da 
=cy i | Vr) dr’) (21) Th + Re 
= (@ RJ d rR ) 
<cy (gl VCr Ydr’)'T Goy (20h tan yi 
oe ARH) als 
= 1 4 人 PS Ca 2 77 
gas] Var ar’y 2 [Gre ] 
<C, 
这 里 我 们 取 足 够 大 的 . 
T ply =T} 
对 第 一 个 积分 ,显然 gc 一 | a Ë 在 闭 区 间 [0,T] 上 连 
续 , 因 此 
1¢(s)|<C. 


由 上 述 分 析 ,我 们 得 到 
[ved ,dar dscl fly. 

该 定理 得 到 证 明 . 

我 们 现在 回忆 抛物 型 Calder6n-Zygnmund 核 的 定义 以 及 它们 的 
L? 估 计 ( 见 [491). 为 了 方便 起 见 , 我 们 赋予 R"*X[L0,Tj 另 外 一 种 抛物 
度量 d(x,y)=d(a—y) ,其 中 d(x) 一 (1 十 》) xz) 六 ,这 个 度量 与 我 
们 在 第 一 节 引 入 的 抛物 度量 是 等 价 的 . 

定义 5.4.1 我 们 称 函 数 K 是 一 个 定义 在 赋予 上 述 度量 的 抛物 型 

空间 民 ”! 上 的 抛物 型 Carderon—Zygnmund 4% (PCZ 核 ) ,如 果 


(DK ÆR"! EJO; 
(DDK (rz eD =r "T? K(x t), Yr>0; 


o| K (x)do(x)=0, Vr>0. 
d(x)=r 


第 五 章 抛物 型 薛 定 请 算 子 决定 的 算 子 的 Let 73 


Fabes 和 Riviére 在 文 L49] 中 证 明了 PCZ 核 满 足下 列 积分 的 
Hormander 条 件 ,其 与 经 典 的 Carderon—zygnmund 核 的 条 件 类 似 . 


| RC) KG) | dee OC Vee RB, 
3 


y 


其 中 S,={x|d(£,0)>4d(y,0)). 他们 还 证 明了 下 面 的 定理 . 
定理 5.4.3] 对 任意 pEC (1, 十 co) ,存在 正常 数 C=C(p, 开 )， 


| Kf| ,<CI Ff lls. (5. 4. 2) 
我 们 定义 算 子 Rj 为 
R=] ， 


y 


Jea y)dy JE LR” xtoT. 
(5. 4. 3) 


R” X[0, atta 


三 个 条 件 . 根据 定理 5. 4. 3， 


显然 , 核 K(x) =F J 


我 们 有 
IRF ICIS aln 
而 且 我 们 还 有 
(R, fo’ (=i ro 5 om 
yE 


(VI Cx)= 2) rizi” @) 
i j=] 


n / / n 
=Ņ FFL x) a 
ij=l Ei 2 i=1 
L 2 & 


ET EE 


=3) (RR, GA) F])" @. 
这 里 7 的 传 立时 变换 是 定义 在 抛物 型 间 上 的 广义 傅立叶 变换 . 


所 以 
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IEP lls 
p , 7 a ; 
SO (VAP LECE RR G Ar] |s 
i,j=l 
i a £ a 
<C>) TRR i Ar | et 2, GCG AF I, 
ijel g i,j=1 £ 
9 
A ll» 
我 们 现在 可 以 给 出 定理 5.1.1 的 证 明 . 
BIRA gy O<p< 5) VE B,, 根 据 定理 5.4.1， 
9 =; 
IVA S lar <C, | f Ile << p<a. 
由 此 推出 , 当 l= pee 时， 
9 9 


lie Ae AT y 


<M fle FIV —A+W lec. 
于 是 ,根据 抛物 型 算 子 Ri 的 二 有 界 性 ,对 于 <<a. 
| vt Atv | 


x 9 9 = 5 
<C, | Cz A ATV) ‘fll r <C, IZ l L’. 


定理 5.1.1 的 证 明 完 成 . 
3 5.5 一 个 抛物 型 薛 定 谓 算 子 的 L R ) 估 计 


本 节 我 们 考虑 抛物 型 薛 定 雇 算 子 在 底 空间 ( 民 ” ) 上 的 问题 . 最 
近 , 韩 金 蝴 和 唐 林 吕 考虑 了 一 些 抛物 型 薛 定 刘 算 子 在 底 空 间 ( 民 所 ) 上 
HJ LCR” Ohia. 
我 们 考虑 n 宇 3 WHARE R. 补充 给 出 下 面 的 记号 : 
Bia ,n={y E R" ly’ 25 < ;| ,0 | =pC2".0),0,0)), 
Q(z BI DER": | 2/2) |<. oy); 
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(Q, (torto) [=r 
这 里 V(x ) 是 一 非 零 非 负 的 势 , 它 属于 B,. 
设 PCz ys5zr) 为 抛物 型 薛 定 雇 算 子 9, 一 A 十 VCz ) 十 iryrE R 
的 基本 解 . 
我 们 主要 依靠 泛 函 计算 和 文 L444] 给 出 的 抛物 型 薛 定 廖 算 子 的 基本 
ft D(x" tiy ，s;T) 的 一 个 点 态 估 计 来 证 明 本 节 的 主要 结论 . 
引 理 A( 见 [44]) 假设 VE Bs,r€E R ,VREN >s RNA 


GAI? t) KOFOD a o E 


Š 3 ; ar = 7 7 7 à 
Dea iy aee T a O sis Cy os” ai 


由 于 


og Lot 
e 0 Fg < 


1 
<C 7 
(t—s)? h ox st) ,Cy »5)) 
我 们 还 有 


n? Yy (x ;其 ,CY »5) CE RH (t>s), 


G+] el? ED 
Ama V 2 (y REA st) ly D" l 


(Bs 5, 12 


TQ! try ;DS 


我 们 的 主要 定理 回答 了 问题 6. 
定理 5.5.1 假 设 对 某 个 gs VEB, D 
| O SAHV TV? f le <C I f Ile D p<. 
证 明 :为 方便 起 见 , 这 里 记 T=(a, 一 A 十 V) V AN 
eee, Kx ,tsy Fly’ sdy ds. 
由 泛 函 运算 ,可 有 
1 


(AV = >| Cd (8, ate, 
TT R 


因此 
TAD =|| ke K: Ci ss) fy s) dy’ ds= (a, — A+ 
art 
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V) Vi f(a" st) 


=-2] (—ir) 3 (3, —A+V + ir) (V? PCa’ ,D dr 
T) R 
=| a[l (—ir) IPC ,tyy sit) VZ y) 
R” TJ R 
dr] f(y" ss) dy'ds. 


于 是 我 们 得 到 


Katiy D= (8277 Pie’ yy seride V y) 
TJ R 


(35.2) 
4 k>2, RNA 
aw, 1 / f C, 
he Ir] 2 {1+|c| ?oT st) Cy 95) }~ t dr< A elt a" 
(5.5, 3) 
事实 上 ， 
| at leloa Cys) Ade 
-| | lel Hie? 
EGA tp 46/48) 
pC L(Y a) } “dr 
<| ,lr tdt lel? 
ES rl > pCa’ Dy ,3)) 
po (ax t) Cy 98) dr 
Cy 
< 7 7 . 
pC Cæ a Gy ,3) ) 
由 引 理 A 和 (5. 5. 3) 式 可 得 
| Ks Ca’ ,t;y ys) | 
1 agut pCa! 2) 5Gy/98)) te ES 1 
<> 加 
-p je (Hm, VC t) Cy ss) ae s)? raV 


saf ” |z| 2 {1+ |r| 7 CCa’ st), Cy 48))} tdr 
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1 rt 
~ Tm Wea DD Mpa DG O 

< C 

SHm Wil t) Gy SD OCE 2G oy 


Viy)?. 
根据 第 二 章 第 一 节 性 质 二 ,对 某 个 STV EB, ,存在 某 个 go> 


= 1 
m2’ ,V) 


[Ta f(x" ,0 | 


il VE ONIO |dy'ds 
pem (m VCC 52) DF ke oy 


n ,使 得 VEB,， . 令 ， ,以 及 工 十 -二 =-1 ,可 得 
2 k Po 2a 


IN 


IN 


a A 1 il TP 
c >i G42) r E E E A Ww 


| fCy’ss) | dy ds) 


1 


pt- CAF) 1 | ts test ee 
pal ue ee 


ener tomes fi sp meh TEE 
A ( a Qi, (2! [Ry a53 iy ds} 


OAM D BEI], VOW. 


IN 


aay (2ir)" 
注意 到 ,由 (2.1.3) 和 第 二 章 第 二 节 性 质 二 ,如 果 FO, 
1 / P 4 T gä 1 | 
it bi ¢ tga 
ard Te mew VO ddy S| oi? ye" | Beal y 


Cy dy}? KC. 
根据 双 倍 条 件 (2.1. 2) ,如 果 G0, 


1 / # 4 1 “i $ 
á Toi, yn “Slay Gs 
(HF gern VD} (or) VO 


dy"? KCA, 
其 中 k, =2—n+log,C. 
因此 ,选择 充分 大 的 &, 我 们 得 到 
ITA 50) |<C,{MC| f]%) Cx" st) }70. (5.5.4) 


78 


eS ee ee 


故 由 Hardy-Littlewood 1E K Kžt M 的 有 界 性 可 得 
| a AHV EVE f || ,<Cll | ,, (29) <p. 
证 明 完 = 毕 . 


第 六 章 “ 一致 抛物 型 算 子 在 加 权 
1" 空间 和 Morrey 空间 上 的 估计 


$6.1 引言 


KERNA EKRA ER BE BH BYE FES EN 
的 一 类 具有 反 埠 尔 德 类 势 的 一 致 抛物 型 算 子 .目前 ,关于 这 方面 的 研究 
不 是 很 多 ,主要 是 K. Kurata 等 做 了 一 些 这 方面 的 研究 . K. Kurata 和 
S. Sugano 在 文 [42] 中 研究 了 一 致 椭圆 算 子 Li 二 一 D>)" a; Cais (2) 
I, +V (x) ,其 中 VCz) 属 于 某 种 反 霍 尔 德 类 . 当 A(x) 二 (qj;(x)) 是 单 
位 和 矩阵 的 时 候 ,L 就 是 第 三 章 和 第 四 章 中 的 薛 定 谓 算 子 . 设 a (Xx) 是 
满足 一 定 下 列 条 件 的 可 测 函 数 . 

(A01) 存 在 常数 XE (0,1], 使 得 


Ne 9A P< aij WEEN El? EE R")s 
fm 
(A02) 存 在 常数 a€ (0.1) Al K>0, 4k44 
| aij || ceca SK. 
K. Kurata 和 S. Sugano[ 42] 证 明了 Tw 一 VL7! , To =V? VLA 
To = V’ L 的 估计 以 及 它们 在 加 权 L* 和 Morrey 空间 上 的 有 界 性 . 
我 们 考虑 的 一 致 抛物 型 算 子 是 


L=Ly tV = 一 5 I; Ca, Cx’ £8) HVC) ’ 
i,j=1 
其 中 VE B,. 这 里 我 们 仍然 是 在 抛物 型 空间 R”'(n 宇 3) 上 来 讨 
论 .我 们 假定 cv (x OFFER"! (三 3) 上 的 一 个 可 测 函 数 , 它 满足 下 面 
的 条 件 : 
(Al) 存 在 常数 ME (0,1], 使 得 
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ani Ca" D = 3,02" od), 
ale’) aij a’ DEE <A El ,x OER”! EER”); 


(A2) 存 在 常数 a€ (0， 1] 和 太守 0, 使 得 
Il aij | ee SK. 

我 们 记 A(x OW Ca (x ,t)) 组 成 的 矩阵 . 如 果 A(x ,四 满足 条 
件 (Al) ,我 们 称 工 满足 一 致 抛物 条 件 . 

当 A(z“ ,六 是 单位 矩阵 时 ,三 就 是 第 五 章 讨论 的 抛物 型 苹 定 证 算 
子 ( 见 [39]). 

本 章 我 们 沿用 第 五 章 的 记号 . 为 方便 起 见 , 从 此 令 Ti 二 VL ,Ts 
=V YL, =V L, 本章 的 主要 结果 如 下 . 

定理 6.1.1 KTP AG ,四 满足 (A1) 条 件 ,T; 中 的 A(x',?) 


满足 (A1) 一 (A2) 条 件 , 并 且 VEB.. 那么 存在 正常 数 Ci (k= 二 1,2), 使 
得 

Tf D| COM f|) x’ st) (fECS CR") k=1, 
2) 


其 中 M¢( f) ft Hardy-Littlewood {E K MA. 

我 们 回忆 抛物 型 空间 民生 :中 的 A, A A L? CR") ,wdz de) 和 
Morrey 空间 的 定义 . 

定义 6.1.1 h1l1<p<cs, 

(a) Xt F— SAE ft PAK war"), BET oE A A<p<oo) Al wE 
Ai WER w 分 别 满足 


aI [eosar TAT] oo ayame, 


( 
和 


call aty Oded L Cinw 

IQ|JJ Q 

对 某 个 常数 C 以 及 对 任意 QCR 和 一 :都 成 立 . 

(b) L? CR" , wodr dt) 空间 是 Ce OR) EVER CI Fl, = 


| ISD "a(x" ,oodr'do0z 下 的 完备 化 空间 . 
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(OE 1S pq<oofll fE LL R), RIIE f 属于 Morrey 空间 
MICR) ,如果 存 在 常数 C>0 使 得 


aie’ [fly ,5) ?dy ds<Cr “a” 
Q 


对 任意 (x ,ER 和 任意 7 二 0 都 成 立 . 显然 , MI CR") = 
LURR 

如 果 wEA,,1 二 pp 二 ,众所周知 ,奇异 积分 和 Hardy-Littlewood 
极 大 函数 在 L? CR"! eda’ dt) 和 Morrey 空间 上 是 有 界 的 . 因此 定理 
6.1.1 蕴含 了 下 面 推论 . 

推论 6.1.1 RAG ,t) 和 V(x ) 满 足 定理 6.1.1 中 的 假设 . 设 1 
二 p 二 gq 过 co,w(x t) EAL ABA TiM TÆ LCR” , wdx’ dt) 2 HA 
MR OZH EAR. 

注 6.1.1 一 旦 我 们 得 到 定理 6.1. 1 中 的 估计 ,如 果 极 大 函数 
M( 方 在 一 个 具有 范 数 单调 增加 的 空间 X 是 有 界 的 ,那么 Ti RkR=1,2, 
也 在 X LAR. 


定理 6.1.2 (1) 假 设 A(Cz', 门 满足 CA1) 条 件 , 并 且 对 某 个 ee 
VEB,, 那 么 存在 常数 C 盖 0 ,使 得 
| T* f(x’ t)|<CMC| FIENT (x,t) (FEC (R"+)), 


q q 


(2) AC" DWE AD — ADRIE, 4 <an, VE B, IA 
存在 常数 C 盖 0, 使 得 
IT} f DSCMO FF (FECRCR™)), 


zero 44-3 yj gon, VEB A 
Pi n 2q 
[TF fe DEN a VERRA 
PET 1 
其 中 一 = 二 1 一 二 ， 
airs 元 


推论 6.1.2 RAG ,满足 (A1) ,1 二 p 二 oo. 假 设 VeEB,, 其 中 4q 


82 BE RIZE 0 FT 


>max (sp) so TD Ag. Ill TE LR ,wdx de) EAR. 


推论 6.1.3 i Alr DWEL (A2), 1 一 2 一 co. 假设 VE 
fe dele 4 al 3 / agile ' 
B,. 5 n>4>53 aF 1 | m gg PSP no $=1 € Ag. W T; Æ 


L?*( 民 ”1,wdx dt) 上 有 界 . 
当 ng @ I= ra S aS mn EAE WW T Æ L 
1 


CR"! ,wde'dt) EAR. 
定理 6.1.3 假设 A(Cz ,站 满足 (Al) 一 (A2) 条 件 ,VEB- ,那么 
存在 常数 C 盖 0 ,使 得 
IVCZ LZ f(a’, t) | KCM f |) Ct) Che OP 


(Re) 
其 中 MÆ Hardy-Littlewood HAK A žit. 

推论 6.1.4 RAG, VOW EEM 6. 1.3 中 的 假设 ,wE 
A, BBA VILTTI L’ (R ,wde’ de) #l Morrey 空间 上 是 有 界 的 . 


对 于 VE Bg >> RAIA PF Tei 


定理 6.1.4 假设 A(Cz 1) HE CAL) 一 (A2) 条 件 ,VE B,. ><a 


2 
2 
所 co. 那么 对 于 1<p<2q, fA 

| VL? F l rwo <C Ul fll re» 
HP w CAG, L wL CR ade’ de). 


$6.2 基本 解 的 估计 


Era ys) 和 Toa’ tiy os) 4H BAF L 和 工 ,的 基本 人 解 . 在 
(CA1) 一 (A2) 条 件 的 假设 下 ,众所周知 ( 见 L50]) ,存在 Co Ci = Ci Gn, 
A) ,C=C,n,A,K) ,使 得 Vx ,y E R”,t>s, MI 
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到 Ci 
(t—s)? tie at ae 


O<Ty (x st y eC 


(6.2.1) 
All 
c, EL C 
,ty |S 一 7 ' 
P E <ar oF pl yt) sy 1s) TT 
(6. 2. 2) 


K. Kurata“ 744i T D(z’, tsy’. AYR. AF VC Bs a TK 
L441] 中 的 条 件 (V,0,0). 根据 文 L44] 中 的 注 5 可 把 文 L44] 中 的 定理 1 
(a) 写 为 

EY! BA , 力 满足 (A1) 条 件 ,VE Be. 那么 存在 正常 数 
ko 和 C;(j 一 0,1,2) ,使 得 对 任意 x ,y E Rts. 

OT tiy 55)<C,exp(—C, 1 +m(2',V)? G—s)) nT) 


(t—s)? Ps 
同 理 , 文 L44] 中 的 推论 1(5) 可 写 为 
定理 ZI 设 A(z' ,0 满足 (Al) 条 件 ,VEB， .对 任意 整数 A>, 
FETE IE HBL OC, A Cu ,使 得 对 任意 x ,y E R’.t>s.4 
0 <a’ t; y ss) 


z G, 1 la —y |? 
dtm Vi CG! sD Gy") ¥ G—syF "gy 
K. Kurara" 还 给 出 了 下 面 几 个 有 用 的 引 理 . 
引 理 6.2.1 ( 见 [44j 中 引 理 1) 设 u(x ,四 是 L=0 在 Qel osto) 
中 的 一 个 弱 解 .那么 存在 正常 数 C 使 得 


mo lala ANLC] lulz’ ,t) |? dz'dt)?. 
JJ Q3 C£ 9 oly 


RET, 
还 有 Caccioppoli 型 不 等 式 . 
引 理 6.2.2 ( 见 [44] 中 引 理 3) 设 0 二 6 二 1,u(x ,四 是 LL==0 E Q, 
(ay ,to) 中 的 一 个 弱 解 ,那么 存在 正常 数 C 使 得 


sup | luca" DE dz 二 | (| Vul?+V| ul? )dr'dt 
Ba sor) Q (a 1h) 


F4 at 
l LiL 
ty T StSty 
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| Riese 
= F dd QAR 
tha 6.2.3 ( 见 [44] 中 定理 2) 设 u(x’ ,四 是 L==0 在 Q(x) ,4o) 


中 的 一 个 弱 解 ,VE Bx ,那么 存在 正常 数 ,Cj(j 一 1,2) ,使 得 
sup [ulz t) |<C, exp(—C, (O +rm(2),.V))%&) 


Qe (i ty) 
(sal lula’ st) |? dx ‘dt)*. 
Q, (a ty) 
显然 也 有 

=) i 

g = r x) st oy 
a Datel Wy (= Q, (a9 1%) [ula t) 
a, 

|? dz’ de) . (6. 2. 3) 


514 6. 2.4(Fefferman— Phong 不 等 式 ) 设 VEBy, 那 么 存在 常 
žr C 盖 0 ,使 得 
| Tale Pata VY dy Ec] | Tw’ s+ 
R” 1 RT! 


Vir | at’ N dr di 
对 任意 wz ,DECICR 和 ID) 都 成 立 . 
我 们 需要 一 个 类 似 (2. 2.3) 式 的 抛物 型 度量 的 结果 . 


引 理 6.2.5 设 VERS Y Crt), Oy NER"! FEHR 


c>0 和 C>0, 418 
CAHE DY mY VIED <1 + pCa’ pt) DIMA WV) 
入 CGI 十 oCCz Dy 25) my WO. 
(6.2.4) 


证 明 : 先 证 (6. 2, 4) 式 的 第 一 个 不 等 式 . 设 r= ry apa", 
Cy’ 80) r, j> Bl |e 一 y |S Ce st) Cy asr. 根据 第 二 章 
第 二 节 性 质 三 ,显然 (6. 2.4) 成 立 . VzEBCy Zr), M2’ 一 x S]e 
y | | =a | | tpt har of) Cy os I By’ 22%) 
CBC, 2r). HE O<ry <r Fl 2'r) ~2'r. 那么 根据 (2,1.2) 和 (2. 1. 3) 


zy ae 
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| Wee de"<cayt| 
By sr) 


n—2 


| Vee! dz KCNC (7) 
Boy sry) ri 


, VO) dz 
BCY ,2°r1) 
<ar] V2’) de’ 
BCy ,2!r) 
gay] aa Vedz 
Bee A 
| wiser 
B(2’ sr) 


ZOD Or, 
n—2 


一 过 


了 ps Peay poh 2* n—2 
CCD C Ge) 
一 C2702 一 YY (aya PL 


2, DoF ie Gre 
eas Ce) Car) 
KC (24-"C Ce?) 


1 


<5 


MERR ri <Cyir. FAC BREAK. BAH —2<0 得 最 后 不 等 


q 


式 . 因此 根据 mx(x’,V) 的 定义 ， 


my ,V) 
从 而 


my VKC ma, V= (2) ei ma, V= (Žr 


Ci r 


1 


r 


oO a’ V) 
$ 


Fol (x st), Cy ss) mr VV) $25 mr V) 
Pole st) ,Cy ss) mz ,VE mr’ V). 


(6, 2, 5) 


反 霍 尔 德 类 势 的 薛 定 请 算 子 


里 只 需 取 Ro =log,C,. 


我 们 断言 
my’ Vc mke aV) pe {526 
a ae 
同上 原因 ,我 们 不 妨 假设 oC (2 ,D),(y SFI 5° 根据 (6， 2.5) 


mx VIC tke st) Cy’ pi oe ‘om ly V) 
Col (a st) ofa sD my VIO", 

这 样 

ike WSs Cn! Vea Se Cm V) = 
OKID YS ECL D, Cy.) mG’ VW) aA 
H mC VFI my’ ,V) 的 对 称 性 可 得 

Cm(y’ ,V) 

人 


_ Cm(y’ VLE, y ys) my’ 7) 
1 十 oCCz t), Cy smy ,V) 


m(x’,V) 宇 


所 以 
Cll +pCCx" 50) 5 Cy’ ,my VV) oT 
m(x V) 

mly ,V) 
oma 3V) 
my V) 


{1+ eC Ct), Cy 55) my’ .V)} 
Fate 0) 5Cy'4s))m(x’,V) 


SCH, O ss me V ET CoC! 0) Cy" ss) (a! V) 


oe FL DY ss mr WV ,oz DY ys) mz VSI 


CORA HD pCa" DY ss me VW) soz DY ss) mz VSI 
<C{1 ti st) 9 Cy’ ys) ma’ .V) Hs 
最 后 ,(6.2.4) 的 第 二 个 不 等 式 容 易 由 第 一 个 不 等 式 和 m (x V) 


与 m(y ,V) 的 对 称 性 得 到 . 


我 们 要 证 明 下 面 L==L 十 V 的 基本 解 的 关键 估计 . 
定理 6.2.1 设 &>0 是 任 一 正 整 数 . 
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i} 
N 
mi 


(1) 假 设 A Cx’ t) HAL CAL), V E Be. 则 存在 常数 Ci 二 0, 使 得 
Vry ER”, >s, H 
G 
+m’ V) oC" Warned ,5)) Nola! st) Cy 98)" 
(6. 2.7) 
(2) 假 设 A Ca’ ,四 满足 (A1) 一 (A2) ,VE B,. 则 存在 常数 OC. >0, fE 
得 Vx ,y ER".t>s.A 


T(x;y |< 


Q 
(tm(x VAE DY DDE D Cy" 5)" 


(6.2.8) 
36.2.1 由 引 理 6.2.5, 我 们 可 以 将 上 面 两 个 式 子 中 的 m(x’,V) 
和 my’ ,V) 互 换 . 
证 明 : 由 定理 W 和 


[V raty 8) |< 


1 jæ =y |? C 
0 < id / $ 
eae E =s ) Gx ait.) a Cy »s))" 
可 得 
/ / G 
oY oS < 7 z 7 7 7 
We tes IS ae oy E GT 
>s. 
下 面 我 们 将 证 明 (6. 2. 8) SR. W u FE Lu =0 Æ Qir (20 to) P R — 
个 弱 解 .我 们 将 证 明 
SUP alt sap luk (6. 2.9) 


QR C% 2%? Qzr C 2%) 


一 旦 证 明了 式 (6. 2. 9) ,我 们 就 可 得 到 (6. 2. 8) 式 . 因为 ult) = 

T tiy 5s) Lu=0 ÆR"! / Cy ,s) 上 的 一 个 解 .要 证 明 (6. 2. 9) 式 
我 们 采取 下 面 的 策略 . 对 每 个 >0 ,考虑 边 值 问题 

Liv=0 (zt) © Que (25 oto) su — WE WI (Que CTh ,to)) 

的 解 uw. 其 中 LER WAL 的 系数 ajj (x ,1) 和 V(x ) 换 成 

ai (zx ,四 和 V(x ) 的 一 致 抛物 算 子 .这 里 a; 和 V 分 别 是 a 和 VV 的 光 

滑 模 函数. 容易 看 出 , a, 也 满足 带 有 A W CAL) ALL WR 

| aij || ceca) SK. 进一步 ,众所周知 ,wu 都 在 Qir (x6 oto) PIG IF AL 


88 RE RRA BEAT 


当 0 WY wR WE IERE Qir Cx ,4o) 中 一 致 收敛 到 .首先 我 们 证 
明 对 于 w 的 式 (6.2.9), 然 后 取 极 限 一 0, 就 可 以 得 到 式 (6. 2. 9). 

为 了 简单 起 见 ,在 下 面 的 计算 中 我 们 记 wu 二 ww AL = Le FAN 
现在 假定 4 是 Lu 二 0 在 Qir Cxi, to) E KE fk. S m a) © Cy B 


(2x5 ,也 R)) 使 得 在 BLS R E p= H] Vin I<. j=1,2. H- 


2 q (4) E CF (to | SRY? tty) BABE BIA) (ty + (RY? st) Eo 


=1,} Alan: <É. 设 ya’ ,Dm )m (2). ED) Cx’ ,t;y os) FE Lo 


(二 Ls) 在 Qir (x ,to) 上 的 基本 解 , 则 
uly ss) O ,5) 


=| D(x stay 95) ( 9, Cu) — >} Vg (ai; Ve Cu) ) (x ,DD dx dt 
i j=1 
=|] naty D puta aD 
+ 5 dg le of? Valole st; y ss) V x (un) (x ,t)dx'dt 
ij=l 
=| etsy! pa) Cs) 


HY) or Vg (Ty Ca" sty’ os yx" OV gua’ ,dr dt 


i=] 


+ |] nany aap Ca!) — > ay slat 2d) Th (zx tiy 55) 
i,j=1 
Valat) V gula st) dr dt 
+f S aij la t) Var Do (x" atiy 55) Vir g(a tula dz di. 
‘j=l 


(6. 2. 10) 
注意 到 Lu 二 0, 则 有 


| Ih (x sty 8) put 5 aij (x Vg T iy DV y u(x dx dt 
il 


AE ae 
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| tay! qa! Dau D 5 Va Cair (x st) Vuu 


ij=l 
(x’,t)) Jdx’ dt 


J 


[rice etsy os) (— V2") ur’ st) a ,dz dt. 


我 们 说 明 :这 一 部 分 也 可 以 用 一 个 严格 的 方式 进行 调整 . 运用 所 谓 
的 光滑 模 


PRA I Ca’ ty’ 5s) CW?! (Qir (xo sto) 10> 0, RN To (2’, 
tiy 98) CE WE" (Que (a'a fo ))) ,再 取 极 限 o->0 即 可 . JF LR HERE O’, 
s) EQ (2% sto) ,我 们 有 


V yu Cy’ 5s) =| V yl tiy VOVE NU sD dxdt 


HS EvyTo tD uap Cx’,0) 


=y] aigla t) Vig T's Go! atiy a8) Nania nt) 
ij=l 
V wuCa’ st) Jdx’ de 


ij=l 


+ D) tg Ce’ ot Vy Ve Ti laty Vag 


Cx ,sul ,t) dr dt. (6. 2.11) 
众所周知 [50] 


laf 12 


zy 
ts 


| Vg Vuelo (zx ,tyy 98) [KC 


e © C 
ooo : 二 
coe atte Oty a 
这 里 的 常数 C 只 与 常数 1 MERRIER BM K AK. 于 是 


Cy’ 55) EQr (a5 ,to) ,我们 有 


对 于 


c4 -Ge 
[vuy al<c| | Vx) rdzd sup | 
s Ba) ,3R/2) (t—s) 2 


s Qsp/2 (20 +t? 
| 5R/4<p x 


Clal / 
da dt 
J DRR o( Cx" st) ,Cy ss)" T 
C|V ulr ,t) | / 
EE 7 7 dx dt 
| 5R/4<o( t) (910) <3R/2 ROC (x t), Cy oe 


90 BERBER RB 0 IG EF 


2° d -qt D A ati 
s BC s 


a) 8R/2) la’ —y jews ( la’ — y k 


l= y 
dx dt su u 
(t 5)” QaR | | 


C 
Mati [u(x ,t)|dz'dt 
R Qzr/2 WH ho? 
1 


+c] | Vula’ se) lide dt) 
QaR/2 (ap hq? 


Rr? 

Vie’) if». ete C 
<c| ede er? dr sup Jul +e 
Bla ,3R/2) lax y | 0 QsR/2 o +f? 
sup |u| 
Qop 6%, sty) 


= OVA) y c. 
E lossna dr sup LEE Sp lul. (6.2.12) 


af af |? Qa Gest p 1%) 

这 里 我 们 对 倒数 第 三 式 的 第 三 项 用 到 了 Caccioppoli 型 不 等 式 , 还 
HETEK 5R/4Lo Cristo), (y ,5)) 二 3R/2, 有 R/4Lo x,t), 
Cy’ ,s)) 的 事实 .所 以 我 们 推 得 zx 满足 式 (6. 2. 12) , 且 常 数 C Ae 无关. 
因为 由 VEB, 知 VEL24CB(Cz ,5R)) ,以 及 在 L’ (BC 5R) P, V —> 
V. 根据 式 (6. 2.12) 我 们 得 到 u EC? Qe Cah toD PCS u. 因此 z 
也 满足 式 (6. 2. 12). 现在 我 们 来 完成 式 (6. 2. 9) 的 证 明 . 因为 Boat. 
3R/2)CBCy’ ,5R/2)CBCzx,7R/2) ,由 式 (2.1.5), 所 以 


Via! C 
| 二 Vix! dx’ 
BU, ,3R/2) la —y | R BGs! ,5R/2) 


=| / / 
R"! woa P iile 


于 是 我 们 可 以 根据 式 (2. 2. 4) 得 到 所 要 证 的 估计 式 (6. 2.9). 

由 式 (6. 2.3)、(6. 2.7) 及 式 (6. 2.9) ,我 们 容易 得 到 式 (6. 2. 8). 

利用 上 面 的 结论 ,我们 可 以 得 到 下 面 的 推论 6.2.5. 设 T(x ,cy ， 
SsA AN D (x tiy sA) ZR EE L+A BI Lo +A 的 基本 解 . 由 第 二 章 第 
二 节 的 性 质 八 和 性 质 九 ,根据 定理 6. 2.1, 容 易 得 到 下 面 的 推论 . 

推论 6.2.5 W k>0 是 一 个 整数 ,二 0. 

(1) 假 设 ACz OWE CAD ALEVE Ba. 则 存在 常数 C4 使 得 


< 
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Cea? ox 0) ON 
AHM Vp DY 98) ) ho Ca DY 95)" 


(6. 2.12) 
(2) 假 设 ACx', 力 满足 (A1) 一 (A2) 条 件 ,VE B,, 则 存在 常数 Ci， 


[Tx tiy 553A) I< 


ES, 


Ce A+ KED 
CECA (x DY 8)) AD Gis)? 


t>s. (6.2.14) 
引 理 6.2.6 假设 A(x ,?) 满 足 (A1) 一 (A2) 条 件 , 对 某 个 n/2< 
qg <n, VEB, i u Æ Lu=0 在 B(x6o,5R) 上 的 一 个 弱 解 , 则 有 


All |V ulr ,t) | % aig 
QR lag sty) 


<CRi?*% RmC}, V)“ ) sup Jul, 


QoR 6% 1%? 


| Ve T(t;y 5;N) |< 


ae aes 
Sirs 
证 明 : 设 ww 是 在 定理 6. 2. 1 的 证 明 中 的 逼近 解 .根据 分 数 次 奇异 积 


分 理论 和 式 (2. 2.4) ,由 式 (6.2.12) 中 的 必得 到 


f 
| | Vu Cy’ s)|” dy ds)? 
QR (a, sty) 


(am 


<= C sup | w 
Qr CD to? 
1 
V(x 5 
Í L +] Pi iji dy’ ds “ 
Qp 2G to) B(x ,3R/2) la 一 | 


/A 


C sp | « | { g Re + RR 


QR lp to? 


nt a 
| weasel scx ema a 
Bay »R) J BG .3R/2) |x =y | 


OO sab ju [RE FRE RGR 


QR oto? 


,a V I dy YY] 
Bla 0 ,3R/2) 

Asp 1 1 d 
= S j do Zr 0 eT ý 
<C sup |w|R ? [1 +e a enO ddy | 


Qril Toto? 


92 BE REAA RRA 


<CRE n ERMi, Vt) sup lul. 


Qro to) 


取 一 -0 ,我 们 可 得 到 要 证 明 的 估计 . 
86.3 主要 定理 的 证 明 


首先 我 们 给 出 定理 6.1.1 的 证 明 . 

定理 6. 1.1 的 证 明 :(1) 我 们 先 考 虑 算 子 T 一 VL .由 第 二 章 第 
二 节 性 质 九 ,可 知 VE B, 蕴含 V(x ) 志 Cm(x’,V)*. 因 此 由 定理 6.2.1 
的 (1) 可 得 


Tf DSC mc VY IT sy) | fy 1dy ds 


过 d| m(x V? | fO) |dy ds 
"ee Ret} (1+m(x VG 动 ’ (y 5)) Noa! st) ’ (y S) : 


oy 得 
设 ”一 > naV ,那么 我 们 可 得 到 
ae i c5 f Tlp D OD r | FC" 15) | 
x 1 he? 
PAF DG) Vor DY 5)" 
ds 
30 LEs) | R 
= - S 
CE | wera Aes 


aaf, 一 Deira / 5 / 
C% ater F aar asa pp T l 
ds 

O a 


所 以 我 们 只 需 取 =3 就 可 以 得 到 要 证 明 的 估计 . 
(2) 其 次 ,对 于 算 子 T: = 二 VY*YVL ,由 第 二 章 第 二 节 的 性 质 九 可 
ee 
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mx VTT stsy’ss) || fO ss) | dy’ ds 


<q] m V| FO ss) |dy ds 
= a Re (tm Vo st) A DD OE Dy ,5)) 


£ > 


[Rr DRC 


I ,我们 能 够 得 到 


i oe 
ele AS 
1T fx" 42) <c) f PRERE 
和 l dy ds 
rH t), Cy ss) ox st) Cy st y 
[f(y S) | hy. 
<cy ale Qj Ge! orl H L5% C 1 rdy ds 


9itntl , 
nee J T] ane FO wd liy 


ds 
= 2i Fn+1 3 
SCD MCFD Go. 


所 以 只 需 取 R=2 就 可 以 得 到 我 们 所 要 证 明 的 估计 . 
FH wz FL 6. 2.1 JA 


IF s)| 


面 的 注 


定理 6. 1. 2 的 证 明 : 设 reas. 
m(x, V 


6.2.1, RNA 
/ / Q 
9S5X 9 < 7 7 7 7 
To it Ola VED ss) ox D, ss)y 
因此 再 运用 替 尔 德 不 等 式 ,我 们 得 到 
ITE foe DIC) a IPOs DIVO fy) ldy'ds 


<q] VONE ss) |dy ds 
pr tm VD) OED O 


ar 
oon. <r Oy <A r Voy" 1 FG" s)| 
l -dy ds 


(1+r nl a) SDV Ca") sly os)" 


94 BE RRA BIBT 


a x (Ar)? 1 | / / 
<C TH Grr gana” T FG's 


s) | dy'ds 


(2r)? 1 i ing 
<c); 4279 | Gy eae S 


£ 7 = 5 “5 ad / 
i | ane Tea sy dg 


ds |" 
PE a, ey. Gr 
GLU C| f ta, EOD) or 


1 / $ + 
ad q 
[ [B(x ,2’r) faa YO vay ] 


根据 式 (2.1. 3) 和 第 二 章 第 一 节 性 质 八 ,如 果 GO, 
(2r)? 


FEES ida A 

SO won 本 (6.3.1) 
Re 1.2) ,如 果 j>0, 
Vy") dy’ 


| B(x’ ,2i7) | B(x’ ,2ir) 
2 

<Ci mel VO JAY LC, (6.3.2) 

Bla sr) | B(x’ yr) 

其 中 ko =2—n+log: Co. 

因此 如 果 我 们 取 & 之 局 十 1, 则 可 得 


| Te f(x’ t)|<CLMC| fl (eT. 


DE r= VEB, BIBL <q<n 的 情况 .我 们 选择 名 和 
ma’ ,V) 
a ae CE ae ee ee 
pi ,使 人 q n’ pi 1 2q | Lw 
1 1 1 
—+—+—=1 
po 2q pi 


因此 ,由 霍 尔 德 不 等 式 得 
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[Te fl od) | 


zel pn 


© 
ba! H elle l 
2 pL ED Oy Dr 


1 
Wi V Cy dy ds)” d 
D DDL r PE GDF 


LFO S) ^ dy ds)". 
由 定理 6.2.1 的 (a) 和 引 理 6. 2.6 得 


EA 
qip 7 Vy ‘Ty .s3x',t) | dy’ ds)” 
2 1r<oC DC r 


(2r yr TOt? be 
(1+2')* 


ue 
VTO ,ss t) |” dy ds)”™ 


<C, 


于 是 
+e / (2! iy) 1 isy i 
ITE fle OS a) 人 142)? F ws ja 9 PES 


1 aL. 
x - os) |? Py 
( (Wr) | DOF) Er Ifo" a) | dy! ds) 


s / al. 2! 1 
CIM FI DA D) n 


Mh 2 VE ra 
由 式 (6. 3.1) 和 式 (6. 3. 2) ,选择 充分 大 的 ,我 们 得 到 
| Ts fx’ t)|<C{MC| FIAC. 
最 后 ,我们 来 考虑 qn 的 情况 . 因为 B, 的 单调 性 质 ,我 们 可 以 假 
设 VEB,. 根 据 定 理 6.2.1 的 注 6.2.1, 我 们 有 


/ / G 
f sS; T s < 7 7 7 7 7 zy. 
AY sh ee VAG DG GAD. Gs 


(6. 3.3) 


|T} J DIS 2 AI S OO") <2! r ve Tey i 


于 是 
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[fO ss) | dy’ ds 


(2r) 1 | z 
E 23 TED BD) pear xin VOY)" 


p= =e ef p , 
(a | f(y : s) | dy 


ds)”, 


1 1 
其 中 一 十 一 一 1. 
ar? 2q 


所 以 A <g<n 的 情况 的 证 明 一 样 ,我 们 得 到 


| Ts f t)|<C{MC| f |") Cr" t). 


证 毕 . 
推论 6. 1. 2 的 证 明 ee ee 4 <p! BIE oF EAs 


时 ,M EELER H wide’ dt) EARR. 因此 当 l<p<q 时 ,TY 是 


E LY CR"! a da’ dt) EA FLAY. 根据 对 偶 理 论 ,我 们 得 到 T E 
L?CR"*! sodz’ dt) 上 的 有 界 性 . 


T 3 Pari 
AS | AY | =, 
推论 6.1.3 的 证 明 : 当 ng ere be ae 


对 于 pi<p’, BRY4 wr Fi Ag Bit, M $276 LA CR" H yt dz’ dt) 上 有 


界 的 . 因此 当 1 二 p 二 p 1 时 ,TY EE L” OR" a dr de) LAY. He 
据 对 偶 理 论 ,我 们 得 到 T: Æ LCR"! , wdx dt) 上 的 有 界 性 . 当 n<q 


BS = 191 <p< p's aE pi <p" BAR ot © Ap Nt M 是 在 
1 1 


LÉ CR pom de’ dt) 上 有 界 的 . 因此 当 1 二 p 二 p it, Te BEL” 
CR"! pomi dz dt) EA FH. 根据 对 偶 理 论 ,我 们 得 到 TE LCR", 
wdx’ dt) 上 的 有 界 性 . 

定理 6.1.3 的 证 明 : 通 过 泛 函 运算 ,我 们 有 


L? = 过 | LA 
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T f(a’ st) =V? (LLT f(x t) 
_Vi (x Zaf ph 1 fC! dÀ 
y (x | ab Fr sty sss dAf CY ss) dy ds. 

4 R>2 时 ,我 们 有 


[AED O dr 
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设 r= 根据 (6. 2. 13) 和 (6. 3. 4) 可 得 
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其 中 取 A> 2 即 可 . 
定理 6.1.4 的 证 明 : 根 据 定理 6.1. 3 的 证 明 , 我 们 有 
(TII aa) | 
il VODILE 5) |dy ds 
ar! eee 


(2'r) al sis 
< 2: 
<Q 之 42 HY Gir > nT ne V ONI FO ,s)|dy ds 


[Mi 


Sa 
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jia +21 Giry* | a Eh 
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~ / ~ 2! 1 / / 4 
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注意 到 ,由 式 (2. 1. 3) 和 第 章 第 二 节 性 质 二 ,如 果 FO, 
i 1 he bg 
Ka rai Fl aa A Jdy | 
<i al Vy dy”)? SC) 
277- r B 
根据 双 倍 条 件 (2.1. 2) ,如 果 G0, 
1 fan si 
ry | yo dy } 


1 / / 1 
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其 中 二 2 一 n 十 logsG,. 
因此 ,选择 充分 大 的 ,我 们 得 
[TY fz’ ot) | SCAMC f | % ) Cx’ st) }70. 
故 由 Hardy-Littlewood 极 大 函数 M 的 加 权 有 界 性 可 得 
| (Ca 一 A++V) VE F |l ra SC Fl, (2g) <p< 
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再 由 对 偶 理 论 可 得 
| Vsz ai 一 A+DD Ff | SCI SF Il ee 1<p<2g. 


= 


JE. Stein, Harmonic Analysis Real-variable Method, Orthogonality, 
and Oscillatory Integrals M], Princeton Univ Press. 1993. 

2 |B. Helffer and J. Nourrigat, Uneinégalité L’. (Unpublished manu- 
script) 


3] H. F. Smith, Parametrix Construction for a Class of Subelliptic 
Differential Operators J], Duke Math Journal 63(2) (1991) :343- 
354. 

4]S. Thangavelu, Reisz Transforms and the Wave Equation for the 

Hermite Operators[ J ],Commin P. D. E. 15(8)(1990) :1199-1215. 

5 JJ. Zhong, Harmonic Analysis for Schrodinger Type Operators D], 

Princeton University; Princeton University, 1993. 

6 J. Zhong, The Sobolev estimates for some Schrödinger type opera- 

tors| J ],Math. Sci. Res. Hot line 3(1999) ,1-48. 

7]Z. Shen, L’ Estimates for Schrödinger Operartors With Certain 

Potentials[ J ], Ann Inst Fourier Grenoble 45(2) (1995) :513-546. 

8 ]J. Dziubadski, Atomic decomposition of H’ spaces associated with 
Schrodinger operators[J ],Indiana Univ. Math. J. 47(1998) :75-98. 

[9] J. Dziubadski, J. Zienkiewicz, Hardy space H!' associated to 


Schrödinger operators with potential satisfying reverse Holder in- 
equality[ J]. Res. Math. Iberoam 15(2) (1999) ; 279-296. 

[10]J. Dziuba tski, J. Zienkiewicz, H spaces for Schrodinger opera- 
tors Fourier Analysis and Related Topics[ J], Banach Center 
Publications. 56(2002) :45-53. 

[11] J. Dziubarski, J. Zienkiewicz, H’ spaces associated with 


Schrödinger operators with potentials from reverse Holder class 


参考 文献 101 


[JJ ,Colloq. Math. 98(2003) :5-38. 

[12]J. Dziuba fski,G. Garrigós and T. Martinezs ets. J. Torrea and J. 
Zienkiewicz, BMO spaces related to Schréodinger operators with 
potentials satisfying a reverse Hoolder inequality [J], Math. Z. 
249( 2005) :329-356. 

[13 ]T. Martinezs,Extremal Spaces Related to Schrödinger Operators 
with Potentials Satisfying a Reverse HölderInequality[ J], Revisa 
DeLa Unnion Math Argentina 45(1) (2004) ;43-61. 

[14 |X. Duong and L. Yan, Duality of Hardy and BMO spaces associ- 
ated with operator with heat kernels, J. Amer. Math. soc. 18 
(2005) :943-973. 

[15 ]X. Duong and L. Yan, New function spaces of BMO type, the 
John-Nirenberg inequality, interpolation and applications [ J ], 
Comm. Pure Appl. Math. 58(2005) :1375-1420. 

[16]X. Duong, L. Yan, Duality of Hardy and BMO spaces associated 
with operators with heat kernels[ J], Journal of Amer. Math. 
Soc. 18(2005) : 943-973. 

[17]X. Duong and A. McIntosh, Singular integral operators with non 
smooth kernels on irregular domains[ J], Rev. Mat. Iberoamerica- 
na 15(1999) :233-265. 

[18] X. Duong, E. Ouhabaz and L. X. Yan, Endpoint estimates for 
Riesz transforms of magnetic Schrödinger operators[ J], to ap- 
pear, Arkiv for Matematik(2006). 

[19 ]D. Deng, X. Duong, A. Sikora and L. X. Yan, Comparison of the 
classical BMO with the BMO spaces associated with operators 
and applications(appear) , Arkiv for Matematik(2006). 

[20 ]C. Lin, H. Liu, The BMO-type space BMO, associated with 
Schrödinger operator on the Heisenberg group[J ], Adv. Math. 
228(2011) : 1631-1688. 

[21 ]J. Dong, H. Liu. The BMO, space and Riesz transforms associated 


102 EREZA RRIAT 


with Schrödinger operators[ J], Acta Math. Sini. (Engl. Ser. )26 
(10) (2010) :1827-1838. 

[22]D. Yang,Do Yang, Y. Zhou, Local BMO and BLO spaces on RD- 
spaces and applications to Schrödinger operators[ J], Commun 
Pure Appl Anal. 9(3) (2010) :779-812. 

[23]D. Yang, Do Yang, Y. Zhou, Endpoint properties of localized 
Riesz transforms and fractional integrals associated to 
Schrödinger operators[ J ],Potential Anal. 30( 2009) ;271-300. 

[24] Y. Jiang, Spaces of Type BLO for Nondoubling Measures[J |， 

Proc. Amer. Math. Soc. 133(2005) ;2101-2107. 

[25 ]L. Tang, BLO spaces associatied with the sections[ J], Proc. A- 

mer. Math. Soc. 135(2007) : 2423-2432. 

[26 ]W. Gao, Y. Jiang and L. Tang, Space of BLO Type Associated 
with Schrödinger Operator[ J ], Acta Math. Sinica (Chinese Se 
ries)52(6) (2009) 1101-1110. 

[27 ]W. Gao, Y. Jiang, Weighted BLO Estimates for Maximal Opera- 
tors, Advances in Math. (China) 20(4) (2011) : 441-446. 

[28 ]Z. Guo, P. Li, L. Peng, L’ Boundedness of Commutators of Riesz 
Transforms Associated to Schrödinger Operator[ J |,J. Math. A- 
nal, Appl. 341(1) (2008) ;421-432. 


[29]P. Li. L. Peng, Endpoint estimates for commutators of Riesz 


transform associated with Schrodinger operators| J |, Bull. Austr. 
Math. Soc. ,2010(82) :367-389. 

[30 ]S. Jenson, Mean Osillation and Commutators of Singular Integral 
Operators[ J], Ark. Math. 16(1978) : 263-270. 

[31]M. Paluszy tski, Characterization of the Besov spaces via the com- 
mutator operator of Coifman, Rochberg and Weiss[ J |, Indiana 
univ. Math. J. 44(1995):1-17. 

[32 ]B. Hu,J. Gu, Necessary and sufficient condition for boundedness 


of some commutators with weighted Lipschitz functions[ J ],J 


参考 文献 103 


Math. Anal. Appl. 340(1) (2008) :598-605. 

[33 ]C. Bennett, R. DeVore and R. Sharpley, Weak-L™ and BMO[J ], 
Annals of Mathematics 113(1981) 601-611. 

[34 ]R. Coifman and R. Rochberg, Another Characterization of BMO, 

Proc. Amer. Math. Soc. [J ]79(1980) ; 249-254. 

[35 ]C. Bennett, Another Characterization of BLO[J], Proc Amer 

Math Soe. [J ]85(1982) 552-556. 

[36 ]O. Winston, The Natural Maximal Operatoron BMO[J ], Proc. 

Amer. Math. Soc. 129(2001) ; 2919-2921. 

[37]G. Hu, Q. Zang, A BLO Estimate for Maximal Singular Integral 
Operator[ J], Advance Matnematics (China) 36 (1) (2007); 101- 
107. 

[38 ]W. Gao and Y. Jiang, L’ Estimate for Parabolic Schrodinger Op- 
erator with Certain Potentials [J ], J. Math. Anal. Appl. 310 

(2005) : 128-143. 

[39]L. Tang and J. Han, L’ Boundedness of Parabolic Schrödinger 
Type Operartors With Certain Nonnegative Potentials, Forum 
Mathematicum23(1)(2011):161 - 179. 

40 JA. Carbonaro,G. Metafune,C. Spina, Parabolic Schrödinger oper- 

ators J],J. Math. Anal. Appl. 343(2008) :965-974. 

JL. Tang, L’ Estimates for Parabolic Magnetic Schrodinger Oper- 

artors| J |, Forum Mathematicum 22(2) (2010) : 203-220. 


JK. Kurata, S. Sugano, A remark on estimates for uniformly ellip- 


i 
= 


h 
bo 


tic opetators on weighted L” spaces and Morrey spaces[ J ], Math. 
Nachr. 209(2000) : 137-150. 

[43 ] Y. Zhu, L? estimates for Riesz transforms associated to 
Schrödinger operators[ J ].J Mathematical Research and Exposit 
tion 24(2) (2005) :231-238. 

[44] K. Kurata, An Estimate on the Heat Kernel of Magnetic 
Schrödinger Operators and Uniformly Elliptic Operators With 


104 BE RIZE FT 


i 
aD 


h 
~ 


[49 


[48] 


Non-negative Potentials[J],J London Math. Soc. 62 (2000) ; 885- 
903. 


JF. Gehring, The L’-integrability of the Partial Derivatives of a 


Quasiconformal Mapping[J ]. Acta Math. 130(1973) ; 265-277. 


JB. Muckenhoupt. Weighted norm inequality for Hardy maximal 


function[| J ], Trans. Amer. Math. Soc. 165(1972) : 207-226. 


JZ. Shen, On the Neumann Problem for Schrödinger Operartor in 


Lipschitz Domains[ J ],Indiana Univ. Math. J. 43(1) (1994): 143 
176. 

C. Fefferman, The uncertainty princeple[ J], Bull, Amer. Math. 
Soc. (N. S. )9(1983) : 129-206. 


JE. B. Fabes and N. Riviere, Singular Integrals with Mixed Homo- 


geneity[ J], Studia Mathematica 27 (1966) :19-38. 


]Avner. Friedman, Partial Differential Equations of Parabolic Type 


[M].1964 by Prentice-Hall. INC. Englewood Cliff. N. J. 


JC. Tang, B. Ma, Boundedness of Commutators of Singular Inte- 


gral Operators Satisfying Condition H(m)[J],Acta Mathematica 
Sinica, Chinese Series 53(2) (2010) : 243-250. 


[52 ]C. Fefferman and E. M. Stein, H’ spaces of several variables[ J], 


Acta. Math. 129(1972) 137-193. 


[53 ]J. Garcia-Cuerva, J. L. Rubio, Weighted Norm Inequalities and 


Related Topics| M],North-Holl and Amsterdam. 1985. 


[54 ]R. Coifman-G. Weiss, Analyse Harmonique Non-Commutative 


sur Certains Espaces Homogénes[R ], Lecture Notesin Mathe- 
matics, n. 242, Springer-Verlag. Berlin-Heideberg-NewYork, 
1971. 


[55 ]M. Bramanti, M. C. Cerutti, Commutators of singular integrals on 


homogeneous spaces[ J], Boll Unione Math Ital (Ser. B) 10 (3) 
(1996) :843-883. 


[56 |G. Pradolini,O. Salinas, S. Fe, Commutators of singular integrals 


参考 文献 105 


on homogeneouss paces [J], Czechoslovak Math J. 57 (132) 
(2007) : 75-93. 

[57]J. Garcia-Cuerva, Weighted H’ Spaces[ D], Dissert. Math. 1979, 
162. 

[58 ]M. Bramanti and M. C. Cerutti, Wp’ Solvability for the Cauchy- 
Dirichlet Problem for Parabolic Equations with VMO Coefficients 
[J], Commun Partial Differential Equations 18 (9&10) (1993): 
1735-1763. 

[59] Y. Chen, The Boundedness of Parabolic Singular Integrals and Its 
Commutators[ D], Ph. D. Thesis. Beijing Normal University, 
2007. 

[60 ]R. R. Coifman, R. Rochberg, G. Weiss, Fractorization theorems 
for Hardy spaces in several variables[ J], Ann of Math. 103 (2) 
(1976) :611-635. 

[61]R. Coifman and G. Weiss, Extensions of Hardy spaces and their 
use in analysis[ J |, Bull. Amer. Math. Soc. 83(1977) :569-645. 

[62 ]C. Segovia, J. L. Torrea, Higer order commutators for Vector-val- 
ued Calderon-Zygmundopoerators[ J], Trans. Amer. Math. Soc. 
366(1993) :537-556. 

[63] W. Gao, W. Zhou, Weighted Boundedness of Commutators of 
Riesz Transforms Associated with Schrodinger Operator[ J], Ap- 
plied Mechanics and Materials 256-259(2013) :2939-2942. 

[64 ]P. Auscher and E. Russ, Hardy spaces and divergence operators 
on strongly Lipschitzdomain of R” [J], J. Funct. Anal. 201 
(2003) : 148-184. 

[65 ]P. Auscher, E. Russ and P. Tchamitchian, Hardy Sobolev spaces 
on strongly Lipschitz domain of R” [J], J. Funct. Anal. 205 
(2005) 54-109. 

[66]P. Auscher and P. Tchamitchian, Square root problem for diver- 


gence operators and related topics | M |, Asterisque, 249, Soc. 


106 BERBER RB 0 IG EF 


Math. France, 1998. 

[67]P. Auscher, X. T. Duong and A. McIntosh, Boundedness of Ba- 
nach space valued singular integral operators and Hardy spaces 
LJ ].preprint,2004. 

[68]M. Christ. L? bounds for spectral multipliers on nilpotent groups 
[J]. Trans. Amer. Math. Soc. 328(1991) :73-81. 

[69 |L. Yu, Weighted L’ boundedness of commutators of Schrodinger 
type operartors| J ],acta mathematica sinica, Chinese Series 52(6) 
(2009) : 1091-1100. 

[70] L. Yu, Commutators of BMO functions and degenerae 
Schrödinger operartors with certain nonnegative potentials[J ]. 
Monatsh Math. ,No. 1(2012) :41-56. 


[ General | nfornati on] 


SS] =96029764 
DX] 


=2013. 08 


Ri esz 


Lg 


Ri esz 


Ri esz 


Lp 


BLO 


Ri esz 


Lp 


Lp 


Lg 


Mor rey; 


